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Ueber die Irreduetibilität der algebraischen 
partiellen Differentialgleichungsysteme. 
(Von Herrn Leo Königsberger in Heidelberg.) 


Bevor wir an die Aufstellung des Irreduetibilitätsbegriffes eines 
Systems algebraischer Differentialgleichungen gehen, mögen zunächst einige 
einfache Betrachtungen an einer algebraischen partiellen Differentialgleichung 
erster Ordnung mit zwei unabhängigen Variabeln von der Form 

a) Kann &, #)=0 
angestellt, und die Frage erörtert werden, ob und wann dieselbe mit einer 
algebraischen partiellen Differentialgleichung niedrigerer, derselben oder 
höherer Ordnung ein oder mehrere oder alle Integrale gemein hat. 

Zunächst ist leicht zu sehen, dass es partielle Differentialgleichungen 
(1.) giebt, die kein Integral mit einer Differentialgleichung niedrigerer Ordnung 
gemein haben, d. h. kein in x und y algebraisches Integral besitzen. Denn 
es ist z. B. das allgemeine Integral der Differentialgleichung 

02 03 


(2.) 5 t(1-22y)z, = 0 


cz Oy 
in der Form darstellbar 
(3.) z = v(ye-fede), 


worin eine willkürliche Funetion des eingeschlossenen Argumentes be- 
deutet; lieferte nun eine bestimmte Wahl y, für eine algebraische Function 


z, von z und y, so wäre auch, wenn man z=( setzte, (z,),_,= %,(y) 
eine algebraische Function von y, und daher auch der Voraussetzung nach 
4 f 2 2 { \ 
(4.) Yılye* — ed) = w(z, y), 


worin g, und » algebraische Functionen bedeuten; dies ist jedoch unmöglich, 
Journal für Mathematik Bd. CXI. Heft 1. 1 
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da hieraus 
(5.) yer— [e’de = Ra, y) 
folgt, worin £2 ebenfalls algebraisch ist, und sich, indem man y irgend 


einen numerischen Werth ertheilt, $ e”dx als algebraische Function von & 
und e” ergeben würde. 

Aber die Eigenschaft, überhaupt keine algebraischen Integrale zu 
besitzen oder mit keiner partiellen Differentialgleichung von niedrigerer Ord- 
nung als der ersten ein Integral gemein zu haben, genügt noch nicht, wie 
bei gewöhnlichen algebraischen Differentialgleichungen erster Ordnung, auch 
für partielle Differentialgleichungen erster Ordnung ihren Charakter als den 
eines irreductibeln Gebildes, wie wir nachher sehen werden, festzustellen. 
Es wird sich vielmehr darum handeln, die Integrale dieser partiellen Diffe- 
rentialgleichung darauf hin zu untersuchen, ob dieselben auch gewöhnlichen 
algebraischen Differentialgleichungen beliebiger Ordnung genügen können, 
in denen nur eine der beiden unabhängigen Veränderlichen als Variable, 
die andere als Parameter auftritt, wobei es offenbar gleichgültig ist, ob & 
oder y die Rolle der neuen unabhängigen Variabeln spielt, da, wenn ein 
Integral der Differentialgleichung (1.) zugleich die gewöhnliche algebraische 
Differentialgleichung 

Se 2 My 
(6.) F(z, Y, 3, a un |. =) = 0 
befriedigt, sich mit Hülfe von (1.) aus (6.) für dasselbe Integral eine alge- 
braische Differentialgleichung der Form 
I 2 m 
(1.) F,(e, Y, 3 a’ a ... 3) = 
ableiten lässt, indem sich aus (1.) durch successive Differentiation nach x 
und y die Ausdrücke ergeben 


wo e; O°% 0% 60% 
nn" w,\T, Y, 3, dy ) Ozdy = Wn|t, Y, 3 dy Pa i 
0°2 du 5%; 
CH ee 9) 
0°2 es (z = 03 0° . 
. m) (z 2 0% O°z = 
ox° 2 111 B) Y; ’ Oy ? Oy? ? öy® ’ 
ONz 02 0°z omg ) 
dx" = @\T, 9, %, Oy ’ Oy? yo. yn ; 
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in denen die Functionen »® algebraisch aus den eingeschlossenen Grössen 
zusammengesetzt sind. 

Zunächst ist unmittelbar einleuchtend, dass es algebraische partielle 
Differentialgleichungen erster Ordnung giebt, welche einerseits gar keine 
algebraischen Integrale besitzen, andererseits aber auch Integrale haben, 
die überhaupt nicht gewöhnlichen algebraischen Differentialgleichungen be- 
liebiger Ordnung genügen können; denn das partieuläre Integral der Diffe- 
rentialgleichung (2.) 


(8.) 3 = I'(ye”— [e"dz) 
würde, wenn es einer algebraischen Differentialgleichung 
n N nim \ 
N I, =) = 0 
T, Y, 2, Oy ’ öy’ sy vu Oy" y 


genügte, für e=0 die Differentialgleichung liefern 


dlXy) d’IXy) d"IXy) 
20, Y, IXy), dy , dy? yir =WU\, 


dy” 
die unmöglich ist, da die Z’-Funetion bekanntlich nieht einer algebraischen 
Differentialgleichung Genüge leistet. 

Um nun zunächst an einem Beispiele zu sehen, wie sich für eine 
algebraische partielle Differentialgleichung erster Ordnung diejenigen Integrale 
gruppiren, welche zugleich Integrale gewöhnlicher algebraischer Differential- 
gleichungen irgend welcher Ordnung sind, und diejenigen, welche derartigen 
gewöhnlichen Differentialgleichungen nicht genügen, sei die homogene 
Differentialgleichung erster Ordnung vorgelegt 


en 


P 
O0 
ww 


tl 


02 4 
g, MM) )— 0,(; )———- = 0 
(9) a War tae, Wr = 0, 
in welcher w, und ®, algebraische Functionen von x und y bedeuten, und sei 
(10.) s = F(a, y) 


dasjenige um die Nullpunkte von = und y endliche und eindeutige Integral 
von (9.), welches für e=0 in z,-_,=y übergeht, und dessen Existenz be- 


. . * [3 ü),, 2. * 
kanntlich erwiesen ist, wenn angenommen wird, dass we ; sich um 
(7, Y 
z=0, y=(0 herum in eine nach positiven ganzen steigenden Potenzen von 


x und y fortschreitende convergirende Reihe entwickeln lässt*); das all- 


*) Die folgenden Schlüsse bleiben unverändert, wenn man für F(z, y) ein Integral 
der partiellen Differentialgleichung (9.) nimmt, welches für = 0 in irgend eine alge- 


1 * 
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gemeine Integral ist dann in der Form darstellbar 
(11.) » = P[F(z, y)], 
worin D eine willkürliche Function bedeutet. 
Habe nun für irgend eine Wahl der D-Function das Integral 


(12.) 2, = D,[F(z, y)] 


die Eigenschaft, einer gewöhnlichen algebraischen Differentialgleichung 


4% 02, Ö 2, Oz 
(13.) .2 (z, Y, 21, z ia) ar, b) u - . sam, —— — ( 
oy oy oy 


zu genügen, so ergiebt sich aus dieser Gleichung durch Substitution von 
(12.) und deren nach y genommenen Differentialquotienten 


’ Jo öF 
42 (z, » PılFe, yı Alfa Ya 


(14.) 
\ / ü oOF m a r 9m F 
BOLFG@, 15.) + +BlR@, WS) = 0, 


und hieraus, wenn 2 =0, also F(O,y) =y gesetzt wird, 
15.) 20,2) Pi) Pi... DW) =) 


es muss somit unter der gemachten Annahme die P,-Function selbst einer ge- 





wöhnlichen algebraischen Differentialgleichung Genüge leisten. 
Setzt man nun 


(16.) Fa, y) = t, 
so ergiebt sich aus (14.) die in der abhängigen Variabeln if, der Function 
D,(f) und deren Ableitungen, und der unabhängigen Variabeln y alge- 
braische Gleichung 


a OÖ l hr OÖ g\m OÖ mf 
(17) 2 (2, y,P od, Po FREE D\ ) +..+B(f) 3) = 0, 


und aus (15.), indem daselbst y durch £ ersetzt wird, 

(18.) 20,4,2H, DM, -:-, DH) =. 
Differentiirt man die beiden Gleichungen (17.) und (18.) m-mal nach y, so 
erhält man 2m-+2 algebraische Gleichungen in den Grössen 


* ee 
. » 93% Oy ) Oy? y.9 009 Oyıı 


braische Function von y übergeht, die nur mit der Entwickelbarkeit des Quotienten 
a, Y) 


verträglich ist; die obige Wahl ist nur der Einfachheit wegen getroffen. 
©,(®, Y) 
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und 
(8) BO BO... Do, 


aus denen die 2m-+1 Grössen (?.) eliminirt werden können, so dass sich 


(a.) von der Form ergiebt 


eine algebraische Gleichung in den Grössen 


{ O { fi 7 Aa 
( - r —= (0 
(19.) v\z, y, t, ray , Apr ) 
oder nach (16.) 
nn OF, W) mflz, y)\ 
(20.) Y (z. Y; Fix, Y), dy Z 00. öy? Y ) 0): 


es muss somit auch das von den zwei unabhängigen Variabeln x und y ab- 
hängige Integral der partiellen Differentialgleichung (9.), welches für =) 
in y übergeht, einer gewöhnlichen algebraischen Differentialgleichung (Genüge 
leisten. 


Umgekehrt wird aber auch, wenn 
(21.) Fiz, y) = ti 
einer algebraischen gewöhnlichen Differentialgleichung 
(22.) ee Ari) eG 
öy ’ öy öyı / 
Genüge leistet, und die Function ®P, als das Integral einer beliebigen gewöhn- 
lichen algebraischen Differentialgleichung 


(23.) lt, DH, Did, --.., DH) = 0 
definirt ist, das Integral 
(24.) 2, = ?LF(z, y)] 
ebenfalls eine gewöhnliche algebraische Differentialgleichung befriedigen: denn da 
SB [Fe NW) _ 8BW 
oy je ol oy ’ 
Ö’® [F(z, y)) OMAN”, Sal 
oy’ 508 C f’ \c y / co} C y ’ 


ist, so folgt aus (23.) durch Substitution der nach Z genommenen Differential- 
quotienten von 2,(f) eine algebraische Gleichung der Form 


De ot o®,|F(z, y)| O®.|[F(z, y)!\ 
(25.) @ (1, I — F 


I we y 
v-mal, die Gleichung (25.) «-mal nach 


ort N « 
en D,[F(z, y.|. 


°oYy 


=0. 


und wenn man die Gleichung (22. 


\ 
J/ 
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y differentürt, «+»-+2 in den u+v-+1 Grössen 

0 ah 

au? ayıı "0 Oyare 

algebraische Gleichungen, deren Elimination vermöge der Substitution (24.) 
eine gewöhnliche algebraische Differentialgleichung der Form 


t, 





p J2 » 
2) a a r pr, 

liefert. 

Aus dem eben bewiesenen Satze folgt aber, dass, wenn die partielle 
Differentialgleichung (9.) überhaupt kein particuläres Integral besitzen soll, 
welches einer gewöhnlichen algebraischen Differentialgleichung genügen soll, 
es nothwendig und hinreichend ist, dass F(x, y) keine solche Differential- 
gleichung befriedigt, da, wenn ein solches particuläres Integral existiren soll, 
das Integral F(x, y) dieselbe Eigenschaft haben muss; wenn dieses jedoch 
die verlangte Eigenschaft hat, so wird auch jedes der unendlich vielen Inte- 
grale, welches aus F(x, y) mittelst irgend einer Function gebildet ist, die 
als Integral einer gewöhnlichen algebraischen Differentialgleichung definirt 
wird, ebendiese Eigenschaft besitzen. Will man somit von einer Differen- 
tialgleichung der Form (9.) nachweisen, dass keines ihrer Integrale einer 
gewöhnlichen algebraischen Differentialgleichung genügt, so ist dies nur 
von demjenigen particulären Integrale zu zeigen, welches für 2=0 den 
Werth y annimmt. 

So lässt sich leicht einsehen, dass für jede partielle Differential- 
gleichung von der Form 


nn 


‚97 Ri, 
(27.) Zu r ey) 


in welcher y(y) eine algebraische Function von y bedeutet, das für x = 0 


02 
u 


oy 
in den Werth y übergehende Integral der gewöhnlichen algebraischen Diffe- 
rentialgleichung erster Ordnung 

ee dz 

(28) 1.) = 0 


Genüge leistet. Denn da das allgemeine Integral der Differentialgleichung 
(27.) bekanntlich durch 


(29.) = w( a 


dargestellt ist, worin y eine willkürliche Function bedeutet, so wird, wenn 
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3 für e=0 in y übergehen soll, w so bestimmt werden müssen, dass 
“ dy 
30. = J : 
(30.) y=v(/ , 
. a N di i 
ist, d. h. es muss w die Umkehrungsfunetion des Integrales / u) sein, 


oder es muss wegen 


1.) r% nr =t, y=y(l), also Wl)=y(y) 
sein; dann ist aber nach (29.) 

03 a 

32. r = — U : D 

( ) Or Y (J y(y) z) 
und vermöge (31.) 

’9% f F d 

(33.) 72 6; =) -r) = p(z), 


woraus durch Zusammensetzung von (32.) und (33.) die gewöhnliche alge- 
braische Differentialgleichung (28.) sich ergiebt. 

Aber es ezistiren auch algebraische partielle Differentialgleichungen 
der Form (9.), für welche keines ihrer Integrale einer gewöhnlichen algebraischen 
Differentialgleichung irgend welcher Ordnung Genüge leistet. 

Zunächst wollen wir die Bedingung aufstellen, welche die Coefficienten 
o,(z, y) und w,(x, y) erfüllen müssen, damit die Differentialgleichung (9.) 
mit einer gewöhnlichen algebraischen Differentialgleichung erster Ordnung 
ein Integral gemein hat; sei die letztere durch 

(34.) I u 9) 
dargestellt, worin p eine algebraische Function der eingeschlossenen Grössen 
bedeutet, so kann man, wenn 


_..0,(®, y) — F(z, y) 





w,(®, Y) 
gesetzt wird, die Differentialgleichung (9.) vermöge (34.) durch 
a Ö 
(35.) 35 = Fa, W):9@, 9, 2) 


ersetzen, und es ist unmittelbar ersichtlich, dass nicht für jede Wahl der 
algebraischen Function F(z, y) von x und y sich eine algebraische Function 
p(z, y, 3) bestimmen lässt von der Art, dass die Differentialgleichungen 
(34.) und (35.) ein gemeinsames, nicht algebraisches Integral besitzen. Denn 











= Königsberger, über die Irreductibilität partieller Differentialgleichungen. 


die Gleichsetzung der aus diesen beiden Gleichungen durch Differentiation nach 


x und y hervorgehenden Werthe für Hear liefert die Bedingungsgleichung 





. Ö Ö OF(z, 
(36.) De -Aa, 


und es müsste, wenn jede partielle Differentialgleichung (9.) mit einer ge- 
wöhnlichen algebraischen Differentialgleichung ein Integral gemein haben 
sollte, die Differentialgleichung (36.) für eine beliebige algebraische Function 
F(z, y) ein in x und y algebraisches Integral p(xz, y) besitzen; dies ist 
aber offenbar nicht der Fall, da z. B. für die Wahl 


p- | 1 
Fix, Y) m x +Y 
die Differentialgleichung 


2 A AFR?., DOM 
OL (= rYy a 


das allgemeine Integral besitzt 

s e* 
worin » eine willkürliche Function bedeutet, in die 3 als Parameter eintreten 
kann, und es ist leicht zu sehen, dass p für keine Wahl der Function 


. . . ’ ie @ 
eine algebraische Function von x und y sein kann, weil sich sonst / — dx 


algebraisch durch z und e” ausdrücken lassen würde, was bekanntlich 
nicht der Fall ist; die dem angenommenen Werthe von F(z, y) zugehörige 
partielle Differentialgleichung (9.) 


03 1 02 
ee +9) > 
hat zum allgemeinen Integrale 


.— ey de), 


worin 42 eine willkürliche Funetion bedeutet, besitzt also einerseits, wie 
wiederum unmittelbar zu sehen ist, kein algebraisches Integral, andererseits 
genügt z. B. das Integral 


3 = e’y+ Ri; — dx 
erst der gewöhnlichen Differentialgleichung zweiter Ordnung 


3 


M D* 0% 
(y+2) 35 -(@ytz-D, = 0. 


as; 
re. 


Ey 
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Dass im Allgemeinen aber auch partielle Differentialgleichungen der 
Form (9.) existiren, für welche keines ihrer Integrale einer gewöhnlichen 
algebraischen Differentialgleiehung irgend welcher Ordnung Genüge leistet, 
können wir schon daraus entnehmen, dass, wenn wir die partielle Differential- 
gleichung 


. 03 y 03 
(37.) Or Tor F(z, Y) Oy 


für ein bestimmtes, aber beliebiges y als eine gewöhnliche Differential- 
gleichung erster Ordnung in z und x auffassen, dieselbe aussagt, dass sie 
auch für alle anderen y erfüllt sein muss, dass somit alle die unendlich 
vielen Differentialgleichungen, welche man durch wiederholte partielle Diffe- 
rentiation nach y aus (37.) erhält, zugleich mit der Differentialgleichung (37.) 
bestehen müssen, so dass, wenn 


j s 02 02 02, 
(38.) = 21» ll —3 i nn 


J/ F 'y ( 'y !es / y ;* 


LA 


gesetzt wird, jedes Integral der partiellen Differentialgleichung (37.) ein Inte- 
gralelement des algebraischen totalen linearen Differentialgleichungsystems mit 
unendlich vielen abhängigen Variabeln ist 





OR wu. F(. \ 
Pe \T, 9)2:, 
02 OF 
or oy 

‘ 

(39 0% o°’F OF 

Jr Wo r . i 

I) re = —— +2 nt Fs, 
OL Oy oy 
r nz 2 E N 
02 o’F „04 9 OF 
ie ’ — A 3 3,+3 3 +5 r 2;+Fz,, 

| O2 Oy Oy oy 


dieses System somit der partiellen Differentialgleichung (31.) aequivalent ist. 
Findet zwischen z, z,, 2, ..., 2, eine algebraische Beziehung 
(40.) Kay ee) 0 

statt, so werden die ersten 4 Gleichungen des unendlichen Systems (39.), 
nachdem in die letzte derselben der Werth von z, aus der Gleichung (40.) 
durch 2, 9, 3, 31, 23 ++ ., &_, ausgedrückt substituirt worden, ein voll- 
ständiges algebraisches totales Differentialgleichungsystem in den 4 ab- 
hängigen Variabeln z, 3, 2, --., 2&,_, bilden, d. h. es wird z einer ge- 


wöhnlichen algebraischen Differentialgleichung höherer Ordnung genügen, 
Journal für Mathematik Bd. CXI. Heft 1. 2 
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und umgekehrt wird die Existenz eines solehen endlichen vollständigen 
Differentialgleichungsystems eine algebraische Beziehung von der Form (40.) 
nach sich ziehen. Dass nun nicht für jedes Integral der Differentialgleichung 
(37.) das unendliche System (39.) in ein endliches übergehen muss, ist 
schon aus der Analogie mit den entsprechenden Betrachtungen für eine 
gewöhnliche Differentialgleichung erster Ordnung ersichtlich; sei nämlich 
die Differentialgleichung vorgelegt 


dz 
41. 2a = ©Lc X) “ 
(41.) (2) de ' 
so wird diese, wenn man 
dz dz, dz, 
= 5, == 5, = 5, 
d. " d.c “ d.c ” 


setzt, aequivalent sein dem unendlichen Systeme linearer algebraischer Glei- 





chungen 
N 
s = 2le)s, 
A - ( 1 en | e)/ » - 
(42 \ “= — LP (2)2,+-2(2)2;, 
\ * v)'' \ > () | #) 
2 = 4 (2)3, +22 (2)2,+J2(2)2;, 


Eine in (42.) nicht enthaltene algebraische Beziehung zwischen x und eini- 
gen der Grössen 3, 2, 3, ... liefert vermöge (42.) z selbst als algebraische 
Function von x, würde also in bekannter Weise die gewöhnliche Diffe- 
rentialgleichung (41.) als eine reduetible definiren, während wir wissen, dass 
es irreduetible Differentialgleichungen der Form (41.) giebt, die also über- 
haupt keine algebraischen Integrale besitzen. 

Diese im Vorigen angestellten Ueberlegungen bezüglich der charak- 
teristischen Unterschiede der Integrale einer partiellen Differentialgleichung 
unter einander sowie der Klassen der Gesammtintegrale verschiedener 
partieller Differentialgleichungen hinsichtlich ihrer Zugehörigkeit nur zu 
partiellen oder auch zu gewöhnlichen algebraischen Differentialgleichungen, 
führen uns nun zur Aufstellung des in der 'T'heorie der partiellen Differen- 
tialgleichungen wichtigen Begriffes der Irreduetibilität, der zuerst an einer 
partiellen Differentialgleichung erster Ordnung erläutert werden soll. 

Bekanntlich lässt sich jede algebraische partielle Differentialgleichung 
erster Ordnung mit einer abhängigen und « unabhängigen Variabeln auf 
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die Form bringen 


B ou ou 
6 (2, 2, Bi .- 1) 
O2, ORyu ON 
ot 0% 
(43.) l 1 
a. OU OU 
muhen! (7, (2,, 33% ww .. Bus U, As 2) ne em Ar . t, , 





worin @ und @, ganze Functionen der eingeschlossenen Grössen, und #, 
eine Lösung der mit Adjungirung der Grössen 


OH OU 
(0.) ua RES See MREEE NEE ee LEE EEE, 


algebraisch irreduetiblen Gleichung 
ou ou 


(44.) G(z,, BD 00 Bi, o—, ::, ———, 18) = 0 


OR, O2, 


ist, und es soll eine solche partielle Differentialgleichung (43.) eine irreductible 
genannt werden, wenn keines ihrer Integrale das Element eines Integralsystems 
irgend eines Systemes algebraischer partieller Differentialgleichungen erster 
Ordnung mit beliebig vielen abhängigen und nur u—1 der unabhängigen Variabeln 
2, 2, 23 + .., 2, bildet, oder, was dasselbe ist, wenn keines ihrer Integrale 
eine algebraische partielle Differentialgleichung beliebiger Ordnung mit nur u—| 
der unabhängigen Variabeln befriedigt”). 


*) Es ist leicht einzusehen, dass, ebenso wie jede algebraische partielle Differential- 
gleichung höherer Ordnung in ein simultanes System algebraischer partieller Differential- 
gleichungen erster Ordnung umgesetzt werden kann, auch aus jedem Systeme erster 
Ordnung für jede der abhängigen Variabeln eine algebraische partielle Differentialgleichung 
höherer Ordnung durch successive partielle Differentiation nach den unabhängigen Va- 
riabeln hergeleitet werden kann; denn sei m die Klasse des partiellen Differentialgleichung- 
systems erster Ordnung, welche durch die Anzahl der abhängigen Variabeln definirt wird, 
und « die Anzahl der unabhängigen Variabeln, so ist einleuchtend. dass durch k-mal 
nach einander nach den Variabeln z,, 2,, -.., 2„ vollzogene partielle Differentiationen 

m (1 4 E 4 rat 1) rs ulu+1)...(u+k 2) 

| 1 1.2 | | 5 

Gleichungen entstehen, aus denen m—1 der abhängigen Variabeln nebst sämmtlichen 
durch die successive Differentiation eintretenden Ableitungen derselben, deren Gesammtzahl 

m—1)(14 u r u(u-+]1) PR u(u+1)...(u+k) ) 

Er 1.2 | 1.2...(k-+1) 
beträgt, offenbar dann eliminirt werden können, wenn 
14 Rı “(u+1) Kia u(u+1)...(u+%) E u(u+1)...(u-+-k) 
Be 1.2 1.2...(k+1) 1.2...(k+1 

ist, was durch ein hinreichend gross gewähltes k stets erreicht werden kann. 


I% 
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Eine algebraische partielle Differentialgleichung erster Ordnung mit 
zwei unabhängigen Variabeln ist also irreductibel, wenn sie mit keiner gewöhn- 
lichen algebraischen Differentialgleichung irgend welcher Ordnung ein Integral 
gemein hat. 

Daraus ergiebt sich von selbst, dass eine irreductible partielle Diffe- 
rentialgleichung algebraische Integrale überhaupt nicht enthalten kann. 

Habe nun irgend ein Integral «, der Differentialgleichung (43.) 
die Eigenschaft, ein Element eines Systemes von Integralen eines alge- 
braischen partiellen Differentialgleichungsystems beliebiger Klasse mit den 
unabhängigen Variabeln 3, &, ..., 3, zu sein, welches sich bekanntlich 
auf die Form bringen lässt 





ENT or, od, 00, or, \ 
RAN, 4 De re ie r a, . u nn 
| 02, 0%, 03, 02 op, 
Im 4 
OT, 03, 
H OD, op, or, O0; 
= M,\2,, A Ne li De. En al Ed ae re Kl Ze 3. 
OR, ORu OR, Du 
(ARN 
(4: ) 
RT or, op, 0v alıy \ 
oH\z,, Zu, P, Teac eng ey; )n 
02, O%u 02, 02, 00 
Or, O3, 
Hl op, ov, or; Op; 
— DA 
— ri = ... Z ®, ... ©) nn = ... 3 .or.a 7 ... nr . 
AR ) y us Yıy ‚es Ö2, ’ vu? O3, 5 0, 


worin H, H,, ..., H, ganze Functionen der eingeschlossenen Grössen und 
t, eine Lösung der mit Adjungirung jener eingeschlossenen Grössen irre- 
ductibeln algebraischen Gleichung 


op, op, od, Od, 
(46.) H(3,, .... Zus %,, .... u ‚os, ? ...,. Os,’ .... .ö%, yorıy, Oz.’ r) = 0 


bedeutet, und sei das bezügliche Integralsystem 


U, U), . . .. Us 


aus (43.) und der 


ersten der Gleichungen (45.) eine Beziehung der Form 


ou 

- l 
OB S,. a Er u du 
ie 1 


— -6, (2, en Bus Un ren May 3 = 
] ) 2 
(47.) 


N - - a © 
06 (3, ...|. “us Us u... u), 02 yo. .) H ( ou, \ 
— n r 2 ... 2 u .r.o. u, ae * ... 
5 ı\ 21 ı ?in #ı „8 ) 
O3, 


so wird sich durch Gleichsetzen der Werthe für 
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ergeben, die entweder identisch ist oder eine Differentialgleichung in 


a > a e ) 
Us... u, liefert, die ——- nicht enthält. Ist dieselbe identisch, so ergiebt 
8 
sich von selbst, dass jedes Integral der Differentialgleichung (43.) das Element 
eines Integralsystems des partiellen Differentialgleichungsystems (45.) sein muss; 
ist die Gleichung (47.) jedoch keine identische, so hat das algebraische 
partielle Differentialgleichungsystem 


r £ od, 
OH(z,, ee Bun Os Din ner 2, 
’ n :G,(2.. .... 2 us Ü;. oo... Ö;, — 
oT, (0% 
O@G\ 3 u, © Fr 
#195 ...|. “us ) eo.“ Ar Ar Per ur y / An 
—_ | AT FREE G "UEHHE pie De U; 
(48.) ot, ı\*ı u, dı > )=0, 
oH Or. Hy 
ot, 02, Apr ” 
oH od, H 
Or, 03, ’ 





das Integralsystem «, %, ..., %. Da sich aber aus dem Systeme (48.) 
für v, eine algebraische partielle Differentialgleichung höherer Ordnung 
mit den unabhängigen Variabeln z,, 2,, ..., 3, ergiebt, welche durch », = «, 
befriedigt wird, ebendiese Differentialgleichung aber dureh Substitution der 
aus (43.) und deren nach z, genommenen Differentialquotienten hervorgehen- 


n na n2 
ve u OMU oO u ou 
den Ausdrücke für ; Be ee durch z,, 3,, ..., 3,, %, und 
223, Oz, 02,02, Ä 


die nach 2,, ..., 3, genommenen Differentialquotienten nur die nach den 
«—1 Variabeln z,, ..., 3, genommenen partiellen Differentialquotienten ent- 
hält, während z, nur als Parameter in die Gleichung eintritt, so muss, weil 
der Annahme nach die Differentialgleichung (43.) eine irreductible sein sollte, 
also keines ihrer Integrale irgend einer algebraischen partiellen Differential- 
gleichung beliebiger Ordnung mit weniger als « unabhängigen Variabeln 
angehören durfte, die letzterhaltene partielle Differentialgleichung höherer 
Ordnung mit den Variabeln z,, 2, ..., z, eine identische sein, und somit 
jedes Integral der Differentialgleichung (43.) ein Element eines Integral- 
systemes des partiellen Differentialgleichungsystemes (45.) bilden, während 
die anderen Integralelemente sich aus den bei der algebraischen Elimination 
benutzten Ausdrücken für ®,, ..., v, ergeben. 

Es erübrigt noch, den Fall zu untersuchen, dass das System (45.) 
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nur aus einer algebraischen partiellen Differentialgleichung 





R 
A ü op, op, 
OH (z,, or, Aus Ü, Ö2, yo, 2,’ r,) Or, 
(49.) Or, 0%, 
Ar ; op, op, 
= H,\2, ..., 2, 9 te 1) 
besteht, worin 7, eine Lösung der irreductibeln Gleichung 
n N 
m OU oO 
r I l Ber 
(50.) FREE ee ı) = 0 


ist. Ein gemeinsames Integral a, der beiden Differentialgleichungen (43.) 
und (49.) würde a, auch als Integral der Differentialgleichung 





Rx ou \ 
OH (2. er Bu u —y > >) 
0%, G ou 
AT. Be ya a wi nn 1] 21» .„..],. Bus u, Az EB 
(51.) | ei in 2 
JG ou 
olr “1, eo +. “us U, = st. = % 
_ Be H (z u: ) 
ot 1 BER u» 9 02, 2 Wil 


darstellen, und es müsste in Folge der angenommenen Irreduetibilität der 
Ditferentialgleichung (43.) diese Gleichung wiederum eine identische sein, 
und zunächst wieder alle Integrale von (43.) den beiden partiellen Differen- 
tialgleichungen (43.) und (49.) gemeinsam sein. Man kann aber hieran noch 
eine weitere Folgerung knüpfen; bringt man nämlich die Gleichung (50.) 
auf die Form 


ei o 1 Op, v—! 
T m w, 21» u. 04 = 19 ©, EI u Re u T 5 ui 
- k - © "9 O vr. 
(52.) > : | a 
| or, fi ’o, \ 
.. 7%, 2» en Zus ®,. N_ , m .. N ) — 0, 
OR, Ofu 





worin ©, &, ..., @, rationale Functionen der eingeschlossenen Grössen 
bedeuten, und bemerkt, dass sich, wie bekannt, die Reduction auf die 
Normalform (43.) so vollziehen lässt, dass #, eine rationale Function von 
ou ou ou 

aa Me ee 
ist, sich also auch für die den beiden Gleichungen (43.) und (49.) gemein- 
samen Integrale «, welche nach dem eben bewiesenen Satze jedes Integral 
der Differentialgleichung (43.) bedeuten dürfen, mit Hülfe von (49.) und 
(52.) als ganze Function von 7, vom (v—1)ten Grade, deren Üoefficienten 


; * i Iu Be i Br 
rationale Funetionen von 2, ..., 2,, %, LER ETN - sind, in der Form 
2 Pu 
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darstellen lässt 





f ou ou 
t, — 2,(2,. .... 2 us U, ww Pr ie Pa 
( “=. ( zT 
- ou ou N\ 
( 7... 
(53.) +0, 2, ern Bus U, "> “ ne 0% Nz J T, | 
ou ou N 
1} 
FR (ai; Bus U u 


so folgt bekanntlich durch Zusammenstellung dieser Gleichung mit 


”e ou ou N a 
Tt, 0, 2» ...g Bus U, F w a ur 2. JT m ae 
n \ 23 ey 
(54.) E FR 
! 
.. ng U y (2, “ 0.4 zZ u» U, £ - R wur n_ ) _ ( ) 





oder dureh Elimination von 7, zwischen diesen Gleichungen für #, eine 
algebraische Gleichung vom vten Grade, deren Coefficienten rationale Fune- 


ou Ou | 
tionen VON 2,5 2..5 245 % ———; +, —_— Sind. Daraus folgt aber, dass, 


*.,) We O2 
weil die Gleichung (44.) eine algebraisch irreduetible sein sollte, der 
Grad dieser Gleichung in £ grösser oder gleich v sein muss, oder dass, 
wenn der Grad dieser Gleichung als der Grad der partiellen Differential- 
gleichung erster Ordnung definirt wird, 

eine irreductible partielle Differentialgleichung erster Ordnung mit 
einer anderen partiellen Differentialgleichung erster Ordnung, aber niedrigeren 
Grades nie ein Integral gemein haben kann, dass sie aber, wenn sie mit einer 
partiellen Differentialgleichung erster Ordnung und höheren Grades ein gemein- 
schaftliches Integral hat, alle Integrale mit dieser gemein haben muss. 

Zugleich folgt aus dem eben bewiesenen Satze, 

dass für eine irreductible partielle Differentialgleichung (43.) die mit 
OU cu 


", yerı, algebraisch irreductible Glei- 


( 


Adjungirung von 2,, ..., 3 


- 
. 
u 


OU, OH 


chung (44.) für t, auch mit Adjungirung von 2, .... 3,, 4. 


worin u, ein specielles Integral von (45.) bedeutet, algebraisch irreductibel bleibt. 
Fassen wir die oben gewonnenen Resultate zusammen, so erhalten 
wir den Satz: 
dass, wenn eine irreductible partielle Differentialgleichung erster Ord- 
nung mil einem partiellen Differentialgleichungsystem höherer Klasse oder der- 


selben (ersten) Klasse, aber höheren oder desselben Grades ein Integral gemein 
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hat, dann auch sämmtliche Integrale der partiellen Differentialgleichung 
erster Ordnung Elemente von Integralsystemen des partiellen Differential- 
gleichungsystems bilden werden. 

Stellen wir also eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung 
(43.) mit einer algebraischen partiellen Differentialgleichung höherer Ordnung 


2 c 22 

F(z f = ou ou o’u 
> 757 2 5 > ’ fr “ ur we 7‘ ö “ A P 

Han: 19 2 42 9 02, 02, b) 03° I 

(59. en,€ N en 

/ o’u o’u o’u ) 0 
Oz O3, “ © Oz’ b) u... Ozr —— 
1 2 1 u 





zusammen und bemerken, dass letztere sich stets auf ein partielles Diffe- 
rentialgleichungsystem erster Ordnung (45.) zurückführen lässt, so folgt, 

dass, wenn eine irreductible partielle Differentialgleichung erster Ord- 
nung mil einer algebraischen partiellen Differentialgleichung höherer Ordnung 
ein Integral gemein hat, sie alle Integrale mit derselben gemein haben, also 
selbst ein algebraisches Integral der letzteren sein muss. 

Es braucht kaum hervorgehoben zu werden, dass aus den oben ge- 
machten Auseinandersetzungen unabhängig von der Irreduetibilität der par- 
tiellen Differentialgleichung erster Ordnung sich der folgende Satz ergiebt: 

Wenn eine algebraische partielle Differentialgleichung erster Ordnung 
mit u unabhängigen Variabeln mit einer algebraischen partiellen Differential- 
gleichung mter Ordnung und denselben u unabhängigen Variabeln ein Integral 
gemein hat, und es ist jene Differentialgleichung erster Ordnung in Bezug auf 
den partiellen Differentialguotienten nach der einen Variablen in algebraischem 
Sinne irreductibel, andererseits das gemeinsame Integral so beschaffen, dass es 
nicht schon einer partiellen Differentialgleichung mter Ordnung nach den u—1 
anderen unabhängigen Variabeln genügt, während die ute nur als Parameter 
algebraisch eintritt, so wird die partielle Differentialgleichung erster Ordnung 
alle Integrale mit derjenigen mter Ordnung gemein haben. 

Sei z. B. die partielle Differentialgleichung erster Ordnung 


en 


ou ou 


0% ® O3, 


1 u, 


— WU 


vorgelegt, deren allgemeines Integral in der Form enthalten ist 


u= ey —2ı), 


worin p eine willkürliche Function bedeutet, so ist leicht zu sehen, dass 
das partieuläre Integral 


u = e[3,—3,+log(z,—3,)+8in(2,—2,)] 
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der partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung 


9 nn no nn 
ou ou o’u ou 
2 — +34 —— — - = 0 
0%, O2, 03,02, 03, 


Genüge leistet; da aber das partieuläre Integral, wie man sich leieht über- 
zeugt, nicht einer gewöhnlichen Differentialgleichung zweiter Ordnung ge- 
nügt sondern erst einer solchen dritter Ordnung von der Form 


( ou O’u O’u 
O8, 32, U a, a, a) N, 
0%, 0%) O2, 


so werden sämmtliche im allgemeinen Integrale enthaltenen Ausdrücke 
auch Integrale der partiellen Differentialgleichung zweiter Ordnung sein. 

Nachdem nun der Begriff der Irreduetibilität für eine partielle 
Differentialgleichung erster Ordnung festgestellt und der Fundamental- 
satz eines jeden irreductiblen Gebildes hergeleitet worden, wird es sich 
darum handeln, diesen Begriff auf beliebige partielle Differentialgleichung- 
systeme erster Ordnung zu übertragen, nachdem wir zuvor noch den 
speciellen Fall der partiellen Differentialgleichungsysteme erster Ordnung 
und zweiter Klasse behandelt haben werden. 

Habe also ein Integralsystem «, und «, des algebraischen Differen- 
tialgleichungsystems 








en\ nn nn 
Fi ou, ou, OMU, OU, \ 
0G 2» Ei .. Rus Us Ü,, n b) ... . rn. ‘ — ’ . ..,. # - 2) ı) r 
| O2, O2u 0% O2, ’ ou, 
ot, 0% 
Du G on, ou, OH ON f \ 
 & 1 21x ... Bus U, U,, r ung 1 /s 
nn ; OR, ( Su 0% ( Su 
(56.) z " | 
ou Ou ou ou 
N , - 0) 0) 
O6(s,...,0,,%,%,, En en sen . 1) 
et. Ha u du ir 
ot, O2, 
Ei G e ’ C u, ( u, ( U, ( u, f 
— 3 Zi, . » 19 U. Us, u r - “ > “4 Aa “ i 
©) Oru U% Uru 





worin t, eine Lösung der mit Adjungirung der eingeschlossenen Grössen 
algebraisch irreductibeln Gleichung 


(57 ) 6( ou, ou, Om, ou, ‚ 0 
. 2 u... 2 U, U, E;# 0.4 wi en 2 “ ...4 r m. ) == 
” ir a OS Om ' u" 


92 
r 2 


ist, die Eigenschaft, zwei Integralelemente eines Systems von Integralen 
Journal für Mathematik Bd. CXI. Heft 1. 3 
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eines algebraischen partiellen Differentialgleichungsystems beliebiger Klasse 
mit denselben unabhängigen Variabeln 
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zu bilden, worin 7, eine Lösung der mit Adjungirung der eingeschlossenen 
Grössen algebraisch irreduetibeln Gleichung 

& ou ou, 

(59.) H(z,, 0 Buy My Un +0 Mh, un EEE re r) = U 

ist, und sei das Differentialgleichungsystem zweiter Klasse (56.) in dem Sinne 
irreductibel, dass es kein Integralsystem besitze, von welchem schon eines der 
beiden Integralelemente das Element eines Integralsystems eines algebraischen 
partiellen Differentialgleichungsystems beliebiger Klasse mit den u unabhängigen 
Variabeln 2,, 23, 23, «+, 2, bilde, in welchem jedoch nur das gemeinsame 
Integralelement oder gar keines nach der Variabeln z, differentürt vorkommt 
— unter dieser Voraussetzung soll die Gültigkeit des Fundamentalsatzes 
irreduetibler Gebilde nachgewiesen werden, 

Eliminirt man nämlich zwischen den A Gleichungen (58.) in be- 
kannter Weise durch successive Differentiation nach 2,, 2, ..., 2, die ab- 
hängigen Variabeln %, %,, ..., %, so erhält man zwei algebraische par- 
tielle Differentialgleiehungen höherer Ordnung von der Form 
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en nn 2 r 
| 2 ou, ou, ON, ou, 
u) 2 21» ..0,. Zus U,» U,, An 4 9 .00, n_ D) N, “ 
(61 ) OR, © u) ( “ O% 
. ‘ 2 nn m _ r 
O’u, O’u, O’u, O’u, ort Ort, \ 0 
DE ISORE” Oi Omen: OROH', / y 


sind diese beiden Gleichungen nicht identisch, so würde man zunächst aus 
diesen Gleichungen und den beiden Gleichungen (56.) durch suecessive 
Differentiation nach z,, 2, ..., 3, und Elimination der Werthe von 





f N 2 na r 

ou, o’u, O’u, ort ou, 

ir a N.2 . ei. 8 Ti . . .. u Br “ 
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r un. u n 7 u . . .. 7 e - 

O3, : I2, ’ 02,02, O2! ( 12° 


in den nach z.. ..., z, genommenen partiellen Differentialquotienten von 
a, und w, zwei algebraische partielle Differentialgleichungen der Form 
herleiten können 





ou, on, ou, ou 
ww, 21» ..0 058 2 u> U,. U,. Oz “ O2 h) u 08 i ei Ar. “ 
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und wenn sodann zwischen (62.) und (63.) durch successive Differentiation 
nach den Variabeln z,, 2, ..., z, die Variable «, eliminirt würde, eine 
algebraische partielle Differentialgleichung 


ou, ou, orte, 
(64.) vw 21» 23, DE Zr Zr Bus U,. r “ en “ .e 0.04 rn D ‘ 2. . ....% — 0), 
OR, OR, 02% 03, 


welche keinen nach 3, genommenen partiellen Differentialquotienten von «, 
enthält und sich somit in ein algebraisches partielles Differentialgleichung- 
system erster Ordnung verwandeln lässt, in welches z, nur als Parameter 
eintritt. Sind dagegen die beiden Gleichungen (60.) und (61.) identisch, so 
schaffe man wiederum durch successive Differentiation der Gleichungen (56.) 
nach 3,, 2, ..., 3, die Grössen («.) aus der Gleichung (60.) heraus, so 
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dass sich eine algebraische Beziehung der Form ergiebt 
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und stellt man diese Gleichung mit der ersten der Gleichungen (56.), in 


nn 


on. * 
welcher —_- = v, gesetzt ist, 
8, 
2 ) ) } 
rp ou Ou ou ou 
(66. (z 2, B Pa Bin * 2 “ =) zu 
6 ) ) fi 3 , 2) . .,. 2 u $) NM, b) ®, ® O2, b) .. .: O2, h) O2, b) no 0.4 O2, 0 


zusammen, so erhält man durch successive Differentiation von (65.) und (66.) 
nach den Variabeln 2, 2, ..., =, und Elimination von «, und den nach 
diesen Variabeln genommenen partiellen Ableitungen eine algebraische Be- 
ziehung der Form 





( ou, ou, op, de, 
f in 2) u u, ®,, a 2 wu. A , Fe a... 
4 03 O2, 03, 02, 
(67.) a * e% 
orten, DT \ 0 
Bat + Zar ee ) EU 
WW , . zn a. 


welche durch ein partielles Differentialgleichungsystem erster Ordnung er- 


nn 
on, 


setzt werden kann, in welchem eine Differentialgleichung lautet: —— - = ®,, 


Os] 


während in den übrigen keine nach z, genommenen partiellen Ableitungen 
der eintretenden Variabeln vorkommen. Definirt man also das Differential- 
gleichungsystem zweiter Klasse (56.) in dem Sinne als irreductibel, dass keines 
seiner Integralelemente u, als Integralelement irgend einem algebraischen par- 
tiellen Differentialgleichungsysteme erster Ordnung angehört, in welchem ent- 
weder eine der u unabhängigen Variabeln z, nur als Parameter vorkommt 
oder welches nur u, partiell nach z, abgeleitet enthält, während die an- 
deren abhängigen Variabeln nur nach 2,, 25, ..., 2, partiell differentürt vor- 
kommen, so werden die resultirenden Gleichungen (64.) oder (67.) identische sein 
müssen, und somit wieder nach bekannten Schlüssen, wie sie oben durchgeführt 
worden, der Fundamentalsatz gelten, dass alle Integralsysteme von (56.) auch 
Elemente von Integralsystemen des Differentialgleichungsystemes (58.) sein 


werden, wenn 1 >2 ist, und dass dies auch für = 2 der Fall sein wird, 
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wenn der Grad des Differentialgleichungsystemes (58.) grösser ist als der des 
Systemes (56.). 

Nach Feststellung der hinreichenden Bedingungen für die Gültigkeit 
des Fundamentalsatzes irreductibler Gebilde für partielle Differentialglei- 
chungsysteme erster und zweiter Ordnung wird es nunmehr möglich sein, 
die allgemeine Definition für die Irreduetibilität partieller Differentialglei- 
chungsysteme aufzustellen und die Gültigkeit des Fundamentalsatzes zu 
erweisen. 

Sei das partielle Differentialgleichungsystem mter Klasse mit den m 
abhängigen Variabeln «,, «, ..., #, und den « unabhängigen Variabeln 
35 325 2.4 3, vorgelegt, 


0oG ou, 
ee 7 = I, 
( 7 O2, 
oG oOu, 
[} N gi [7 « - = I). 
(68.) } C !, C m 
0G On 
i = u (7, b) 
( ? 02. 





worin @, @,, ..., @, ganze Functionen der (Grössen 


m 


|* Bet nn, 730, Beriael 


(2. r - / 
(P.) | c u, ou, Ou ON, / 
O2, O2, O2, O3, ' 


und Z, eine Lösung der mit Adjungirung der Grössen (7.) algebraisch irre- 
duetibeln Gleichung 





y CH CH 
62. Re 3,, U. U u 
UC72 Oz 

ee \ 
(69.) 

OH CH 

{ U) 
\ O2 O% 


ist, so soll dasselbe ein irreductibles genannt werden, wenn kein System 
von 1, 2, 3, ... oder m—1 Integralelementen u. %. .... u wiederum 
1, 2, 3, ... oder m—1 Elemente eines Integralsystems eines partiellen Diffe- 
rentialgleichungsystems beliebiger Klasse und beliebigen Grades bildet, in welchem 
von den nach z, genommenen partiellen Differentialquotienten nur 


ou, ou, ou, eu Eu ou 
oe ti Ver... oder 
O3, O3, D%, O3, O2 z 
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(oder auch einzelne von diesen nicht) enthalten sind, oder welches die Form hat 





ou, 
a iR — v| 
02, 
Ou, 
02, 
on; 
=i.@ 
0%, u. 
(70.) Wrıl 3, 2: 3, 4, U U, %, © %, © © 
\ P k-+1 1% 23 ’ [7E) 1, A )4 ..,:. NV kg 13 23 ...1:. ka k+1) ur 0 k-+E&3 
N y yy9 . an 
ou, Ou, op, Obpre ou, N A 
= b) N . .... 5 D) .0 98 rap .0.. er u... 04 ze > 
v; (3 3} 3 Aus U, Un nenn Us U On een Öps Orrı Opres 
RR N) Ar N N 
ou, u, oo, OCrfs ou, O0; ) u 
u Mini ie ie Se, a 5 Sa = ' 


worin k eine der Zahlen 1, 2, ..., m—1 bedeuten darf und w, ..., Wir, 
algebraische Functionen der eingeschlossenen Grössen sind. 

Es soll nunmehr der Fundamentalsatz der Irreduetibilität bewiesen 
werden, der folgendermassen lautet: 

Wenn ein Integralsystem des irreductibeln Differentialgleichungsystems 
(68.) einen Theil der Elemente oder alle Elemente eines Integralsystems des 
algebraischen partiellen Differentialgleichungsystems höherer Klasse oder der- 


selben Klasse, aber höheren Grades 
oH O©u, 


— H. 

oT, 03, 
oH On, 

zum \ nn 54° = — H,, 
( N l.) oT, O3, 


oH Ouz 


— H, 





bildet, worin H, H,, ..., H, ganze Functionen der Grössen 
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u . . . m >” D D . u “ [3 [2 [ r s “ 1% 
OR, I 03, 03, OR, 


und r, eine Lösung der mit Adjungirung der Grössen (y.) algebraisch irreduc- 
tibeln Gleichung 
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ud R 


ist, so werden alle Integralsysteme von (68.) das Differentialyleichungsystem 
(71.) befriedigen. 

Ist nämlich 4>m, so eliminire man zunächst durch successive 
Differentiation nach den Variabeln z,, z., ..., 3, die Variabeln #,.. Main :.», 
a, und stelle die Gleichungen (68.) mit den sich ergebenden Differential- 
gleichungen 


f 





( on, on, OMU OU 
1 Pc) 23 .». 0. 9.0 2 Ur. u; ... 098 u ‘ “ r “ > 9 2 “ “ > 2 9.2 
Iı\@1 ®2 Ai ie AL) ET LOHR, O2, 0% 
rag, ( v+l) ( +( Mm e’ıt N u, \ 
) 
O2‘ ZI 02,07” ’ on 020€ -07 P > ( FA } , 
6 
(13.) 
( u, ( u, Cu OH 
Im 2ıs 234 .;_wWwr 2 us Us U). > 2 -& Us r “ ' “ . ... “ 
O<% ÜU2, ( >, O% 
N ww 
o?+oy a o' Um O' u ' 
02020 ’ O2’0%N "3 0201039 O2rıO2" ? 
17 2 ; = 3 . 


zusammen; sind die Gleichungen (13.) von einander unabhängig, so kann man 
mit Hülfe der Gleichungen (68.) und der nach z,. 2, 2. ..., 2, genommenen 


. . . . x . . a ie Cu OU, Ju 
Differentialquotienten dieser Gleichungen die Grössen — ? . 


1 ; 


sowie sämmtliche nach 3, 2, ..., 2, genommenen Differentialquotienten 
dieser Grössen eliminiren und erhält ein partielles Differentialgleichungsystem 
der Form 


m 


f on cu, Ou 
Be | 
' OR O2 O<z 
CH ( 7 \ 
) 0, 
O<z OZYOZ / 
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(74.) 
cu on. OH 
Bi a m, 22. 


C Hın ( \ u 





( Rn NZiNZ” 


> En 


welches sich bekanntlich wieder in ein algebraisches partielle Differential- 
gleichungsystem erster Ordnung und höherer Klasse umsetzen lässt, in welchem 


die ausser u,, U, ..., U, vorkommenden Variabeln nur nach 2, 2. .... 3, 
. ’ on, Ou, ou 
differentürt vorkommen, aber auch RE nicht enthalten sind. 
’ O2 O2 O3 
ı l } 


Sind aber einige der Gleichungen (73.) von einander abhängig, so 
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mögen die von einander unabhängigen durch 
(75.) =D) ed ..,: gad 


dargestellt sein; dann kann man zunächst mit Hülfe der Gleichungen (68.) 
und der nach z,, 2, ..., 2, genommenen Differentialquotienten dieser 


ers i z. On On, ou ö er . 
(sleichungen die (Grössen ur Era sowie sämmtliche nach 
Fr 2. ) 


2), 2 :.., 2, genommenen Differentialquotienten dieser Grössen eliminiren 
und erhält ein partielles Differentialgleichungsystem der Form: 
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Stellt man nun mit diesen e Differentialgleichungen die m—e ersten Diffe- 
rentialgleichungen des Systems (68.) zusammen und eliminirt aus diesen 
m Gleichungen durch successive Differentiation nach den Variabeln z,, 
23, *.., 3, die e Variabeln w„_s41, Um-er2, +++, %, und deren nach z,, 
33, +. ., 3, genommene partielle Differentialquotienten, so erhält man m—e 
algebraische Differentialgleichungen der Form 
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gesetzt wird, in ein algebraisches partielles Differentialgieichungsystem 
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erster Ordnung von der Form (70.) umsetzen lassen würde, was der An- 
nahme der Irreduetibilität von (68.) widerspricht. Es missen somit die 
Differentialgleichungen (77.) identisch sein, und daraus ergiebt sich wieder. 
dass jedes Integralsystem von (68.) ein Elementensystem von Integralen 
der Differentialgleichungen (71.) bildet. Ist = u, so tolgt venau wie oben 
für Differentialgleichungsysteme zweiter Klasse die Richtigkeit eben dieses 
Satzes, wenn der Grad des Differentialgleichungsystems (71.) grüsser als 
der von (68.) ist. 


Journal für Mathematik Bd. CXI. Heft 1. 











Sur lequation + y" +2" = (0. 
(Par M. D. Mirimanoff a Geneve.) 


Noit H le nombre des classes des nombres ideaux forms avec une 
racine primitive # de l’&quation &—1=0, 4 etant premier; dans un me&moire 
qui fait partie du t. 40 de ce Journal, M. Kummer a prouv& que l’equation 
z’+y’+32°=(0 est impossible en nombres entiers, si A n’est pas divisible 
par A: M. Kummer s’est occup& ensuite du cas de H=0 (mod. 4) et il est 
parvenu & etendre son theor&me A un groupe de ces 4”). Üe groupe 
eomprend les nombres 37, 59 et 67, qui sont les seules valeurs de 4 infe- 
rieures & 100 et telles que H= 0 (mod. 4). Le raisonnement dont M. Kummer 
a fait usage dans son second me&moire repose sur quelques proprietes des 
indices de certaines unites complexes**). 

Je ferai voir que les proprietes des unites complexes que j’ai Etablies 
dans mon preeedent memoire suffisent pour demontrer le theoreme de 
M. Kummer dans le eas particulier de A = 37. 

Soit 

(1.) 2’ +” +2” u & 
Je suppose d’abord que les nombres x, y, » fassent partie du domaine 
d’integrite [+60], 0 Etant une racine primitive de @”—1=0, et que le 
nombre z, premier & x et ä y, soit divisible par % = (1-#)(1—-6”). 

L’&quation (1.) rentre dans la elasse des &quations 

(2.) a’ +y” mu ei”, 
e etant une unite queleonque du domaine [9+9"'|, z un multiple de 37, 
x, y, z des nombres du domaine [+9], premiers entre eux et premiers & ?. 

Je supposerai de plus que les nombres (e-+y) et zy fassent partie 
du domaine [9+4"'+0° +07", g etant une racine primitive pour le module 37. 


*) Abhandlungen der Berliner Akademie, 1857. 
**) Comp. t. 44, p. 93. 
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i—=18 ' 4: 
2” +y” est Egal au produit (e+y) IT (z’+y’+Jd,ay). d, etant la periode 
i=] 
+0". 
Le second facteur üu nombre des classes n’etant pas divisible paı 
37, il vient 


‘ | TrY == 6, u 4 
(3.) (p L.4 \2 __ /») “ )) \ ws 2 37 
B pci Y) Sa 0,)Tcy a e,/3u 


en &; etant des unites complexes et u. %; des nombres existants premiers a P*) 
On a pour i=1 
(z+y)—Pay=e,Pw, puisqu 2—-Jd, =. 


Posons 
=; &,4, =V. 


Il viendra 
(4.) (z+y)—-Pay = E"Pr,. 
Or Yunite &” peut &tre remplac&e par le produit 88. &", &...&, etant 
des unites appartenant aux diviseurs 18, 9, ..., 2 du nombre 18**); parmi 
ces unites deux seulement font partie du domaine [+44 +69", ce sont 
les unites &, et &. 
Je pose = 52; y=H&Y: 3= 8853 et 
“r = E(0). 
3 
L’equation (4.) devient 
(9.) e+y)—Pry = EP. 
Or (z’+y’)’ est divisible par 37?. vi’ est congru A un nombre entier » 
suivant 37; par consequent 
—ry = E($Ö)n. 
Le nombre z’y' etant invariable par la substitution P, qui a pour effet de 
remplacer # par 6°, il viendra 
—ry =E(#)n, 
par consequent 
E(6) 


— — = 1(mod. 37). 
E(6°” \ 


*) Comp. Abhandl. der Berl. Akad.. 1857. p. 66 (Memoire de M. Kummeı 
**) Mon precedent memoire, $ 3. % | 








28 Mirimanoff, sur Tequation 2" Hy" +: —0. 
d u E(6) h N a) q" r "7 jemes 

les unites E(0") E(6) et E(®#) sont done des puissances 37 (Mon 
preeedent me&moire, $ 3). 


Posons 


E(dy:'v, = &. 


L’equation (5.) devient 
m BE” 


(6.) ar) Prey 
J’applique A cette &quation la substitution P,; il viendra, en designant par 


37 


c 
be) . 


° les eonjugees de 9 et $, 


I et 
@+y)-Pay = 


j 
(7.) 
Si l’on tient ecompte de la premiere des @quations (3.), on obtient, en posant 


en et —c 7 
zZ 
ß —ß D2k—37 537 


> 
uU, = s 
) =.» 


(8 \ EI LP’ Le 
e - / = &, g' / > 


\ 7 


&, etant une unite complexe du domaine [#-+607. 


L’equation (8.) rentre 
dans la classe des @quations (2.) et les nombres (S+n)', £n7 appartiennent, 


de m&me que les nombres (2-+y)’, xy, au domaine [+46 +6". 
Voieci eomment on pourrait prouver «que cette „descente‘“ eonduit A 


hemarquons qu'on a 


| 


une eonelusion impossible. 
2 
) a. tr! we 
Mod. (@’+y’+J,xy) — Mod.“ + ‚ pour d,>0 
RE 


et 
pour 


E) 
, 


Mod. (2’+y’+Jd,2y) > Mod. Ze 


Or d, etant positif pour 9 valeurs de ;, il viendra 


Mod.(eß*3”) > , Mod.(e+ y)"Mod.(@—y)", 





en vertu de V'equation (2.). 
Des inegalites semblables sont donnees par les &quations conjugees 


il viendra en multipliant 


a (2.); 
37” Mod. N(@)” > |. Mod. N(@-+y)"Mod.N(@—y)", 


Or 


a» 
—J] 


en designant par N la norme. 
zs+y = ef", 


IV 


ar 
w=L ei x 
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par consequent 


ar 181 


9.) Mod. N(z”) ( "5 ) - Mod.N(E, 
Ainsi 
1) le module de la norme de Z est inferieur au module de la 
norme de 3; 


2) les modules des normes de z, [ ete. sont toujours superieurs 


Be . 


\ 


Or la descente @tant indefinie. on obtiendra A la fin un nombre 
Be .f 37 1918 2. 
tel que Mod.N(L) wi = ) . On a done ce theoreme: 


L’equation (2.) ne peut avoir lieu, si les nombres x, y, 3 font partie 
du domaine [6-+6"'] et si les nombres (z-+y)’ et zy appartiennent au do- 
maine [(6+4"+0 +6. 

En partieulier, l’&quation (2.) ne peut avoir lieu, si les nombres 


36x 


x, y, z appartiennent au domaine [#+4 "+0 +4 ). 
Je suppose maintenant qwaucun des nombres satisfaisant A l’&quation 

2” +y”+2”=0 ne soit divisible par e=1-6 Soient n, la periode 
(9-+-6°°-+-60”) et 7, la periode 7,(9)+n,(6"). Je suppose que les nombres 
X, Y, 3, premiers entre eux et premiers a = 1—6#, appartiennent au domaine 
[ns]. Il viendra 

= 6 

y=b (mod. 

s=c 
a, b, e etant des nombres entiers ordinaires. Le nombre 2" -+y” est deeom- 
posable en 13 facteurs appartenant au domaine [n,]: 


2 11 
3: 


+? Pe (z-+y) 1 (2’+2°’yn,(6 4 +z2y n,(6 )+y’). 


ı 
« 


Hi 


Il viendra, en detachant le facteur qui eorrespond Ai = 0, 


ty May )ty? = cu, 
e etant une unite du domaine [7,]: or le nombre des elasses des nombres 
ideaux formes avec 7, n’est pas divisible par 37, «, est done un nombre 


existant. 


*) Comp. Kummer, Abh. d. Berl. Akad., 1857. 
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On peut &erire eu, =e’v”, en posant e = e”" 


est une unit du domaine [73]. 


et v = ew; lunite e’ 


Or v” =n (mod.37), » etant un nombre entier; par cons&quent 
+2 y N+zeyn(O')+y’ = en (mod.37). 
Remplacons # par 0”, cette congruence deviendra 
a’ +2’yn (ON) + y’r(N)+y’ = en (mod.37), 
x, y etant les conjugees de z, y, et enfin 
a +abr,(N)+ab’,(O)+b’ = a’+ab’n,(0"")-+ab’n,(0)+b° (mod.f”). 
Par consequent 
(ab) N)—1;,(H"))= 0 (mod.f). 
Or 7,(09)—n,(0") contient £ A la troisieme puissance, a—b est done divisible 
par 37, ce qui ne peut avoir lieu, si x, y, z sont premiers & Ef. 
Par consequent: 
L’equation 2” +y”+2” =(0 ne peut avoir lieu, si x, y, z sont des 
nombres du domaine [7,] premiers entre eux et premiers & 1—9. 
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Ueber einen besonderen Fall des F”-Gebüsches und 
das dazu projeetivische räumliche System. 


(Von Herrn J. Cardinaal in Tilburg.) 


© In einer früheren Arbeit habe ich versucht nachzuweisen, auf 
welche Weise man zu einer geometrischen Construction der Oberflächen 
vierter Ordnung mit Doppelkegelschnitt gelangen kann, gestützt auf deren 
Erzeugung durch projeetivische Büschel von Flächen zweiter Ordnung *). 
Bei diesen Betrachtungen trat die ausserordentliche Wichtigkeit der Be- 
ziehung des F’-Gebüsches auf ein dazu projectivisches räumliches System 
scharf hervor**). In dem dabei behandelten besonderen Falle trat ein 
F'-Gebüsch auf, dessen Flächen einen Kegelschnitt mit einander gemein 
hatten. Es fragt sich nun, ob einzelne andere besondere Fälle des F’- 
Gebüsches auch zur Construction anderer Oberflächen vierter Ordnung be- 
nutzt werden können. Einer der wichtigsten dieser ist der Fall, in welchem 


> 


alle Flächen des Gebüsches drei und folglich alle Punkte einer Geraden 
mit einander gemein haben. Dieser Fall wird im Folgenden untersucht 
werden. 

2. Es sei also gegeben ein F’-Gebüsch, dessen Flächen die Gerade 
d mit einander gemein haben; diese Gerade muss betrachtet werden als die 
Verbindungslinie von drei gegebenen Punkten A, B, C. Einige der wich- 
tigsten Beziehungen zwischen dem Raume > des Gebüsches und dem pro- 
jeetivischen Raume >, sind nun die nachfolgenden. 

Einer Geraden /, von 3, entspricht eine Raumeurve dritter Ordnung 


*) Verslagen en Mededeelingen der Koninklyke Akademie van Wetenschappen, 
Afdeeling Natuurkunde, 3e Reeks, Deel VII. 
**) Diese Beziehung wird entwickelt in den folgenden Arbeiten: 
Th. Reye. Ueber Strahlen-Systeme zweiter Klasse und die Kummersche Fläche 
vierter Ordnung (dieses Journal Bd. 86.) Derselbe. Geometrie der Lage, II. Theil. Vor- 
trag 23 und Anhang No. 101—121 (Zweite Auflage). 
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", von der d eine Sehne ist. Diese Raumeurve kann zerfallen: erstens in 
einen Kegelschnitt 7 und eine Gerade /, die mit d und 7 einen Punkt ge- 
mein hat; zweitens in drei Gerade d', /!, 7, die mit d ein räumliches Vier- 
seit bilden, von dem / und 7 sowie d und d’, Gegenseiten sind. 

Durch einen Punkt M von & ist ein F’-Bündel des Gebüsches be- 
stimmt, der, ausser M, noch die drei mit M assocürten Punkte M, M', M" 
als Basispunkte besitzt. Hieraus ergiebt sich: 

Die Hauptstrahlen des Gebüsches bestehen: erstens aus allen Ge- 
raden, die d schneiden, zweitens aus allen Geraden, die die ausserhalb d 
liegenden assoelirten Punkte verbinden, also für jeden F’-Bündel noch aus 
sechs Geraden. 

Jeder F'-Bündel enthält vier Ebenenpaare, deren Doppellinien Haupt- 
strahlen sind, die d schneiden. Die nicht durch d gehenden Ebenen der 
Paare schneiden sich in sechs Hauptstrahlen der zweiten Gruppe. 

3. Man denke sich nun eine Raumeurve dritter Ordnung des Ge- 
büsches, die in eine Gerade / nebst einem Kegelschnitt /” zerfällt. Uon- 
struirt man zwei Flächen des Gebüsches, von denen die eine, A’, durch / 
und 7° geht, und die andere, B’, beliebig ist, so schneiden B° und A’ sich, 
ausser in d, in einer Raumeurve dritter Ordnung, die mit / einen Punkt 
und mit Z drei Punkte gemein hat. Hieraus folgt: 

Mit den Punkten auf einem Hauptstrahle /, der d schneidet, sind 
die Punkte eines Kegelschnitts, der sowohl 7 als d schneidet, assoeciirt. 
Jeder Punkt auf / ist mit drei Punkten auf 7 assocürt. 

Denkt man sich endlich eine Raumeurve dritter Ordnung des Ge- 
bisches, die in drei Gerade d’, ! und / zerfällt, so hat die Schnitteurve 
von B’ und A” mit d’ zwei Punkte gemein und mit / und 7 je einen: hier- 
aus folgt: 

Mit einem Punkte auf einem Hauptstrahle d’, der d nicht schneidet, 
sind ein Punkt auf d’ und je ein Punkt auf den Transversalen / und 7 
von d und d assoeürt. 

Von den Flächen des Gebüsches wird d’ geschnitten in den Punkte- 
paaren einer Involution. Diese Involution ist projeetivisch zu der Punkt- 
reihe auf der d’ entsprechenden Geraden /.. 

4. Die Doppellinien der vier Ebenenpaare in jedem F’- Bündel 
sind Hauptstrahlen, die d schneiden, und gehören zur Kerntläche AK’ des 
(iebüsches. Der geometrische Ort aller dieser Doppellinien ist eine Regel- 
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fläche vierter Ordnung. Die Kegelflächen des Gebüsches theilen sich 
nämlich in zwei Gruppen ein. Die Gerade d enthält die Scheitel aller 
eigentlichen Kegelflächen, während die übrigen in Ebenenpaare zerfallen. 
Sie vertritt im Gebüsche die drei Geraden AB, BC, CA, und da diese drei 
Geraden auf der Kernfläche liegen, so ist d deren dreifache Gerade. Ihre 
Erzeugenden sind die Kernceurven der zum Gebüsche gehörenden F’-Bündel. 

5s Aus jedem Punkte von d gehen drei Erzeugende von K*. Um 
sie aufzufinden wähle man als bestimmende Elemente des Gebüsches d 
und die Raumeurven dritter Ordnung 4° und 7, die d zur gemeinschaftlichen 
Sehne haben, lege durch 4 zwei Flächen des Gebüsches, A’ und B’, und 
construire den F’-Büschel durch 7. Jede Fläche dieses Büschels bestimmt 
mit B? einen neuen Büschel, der A’ in einem Büschel Raumeurven dritter 
Ordnung schneidet. Sind nun alle F’-Büschel eonstruirt, so ist auf A’ ein 
Bündel dieser Raumeurven entstanden, die Strahlen, die einen Punkt M 
von d mit den vier Basispunkten eines Büschels verbinden, bestimmen je 
eine Kegelfläche zweiter Ordnung, zu deren Strahlen auch d gehört. Uon- 
struirt man nun auf diese Weise die zu allen Büscheln des Bündels ge- 
hörigen Kegelflächen mit dem gemeinschaftlichen Scheitel M, so entsteht 
ein Büschel Kegelflächen. Dieser Büschel enthält drei Ebenenpaare: die 
Doppellinien dieser Paare werden folglich die drei Erzeugenden der Kern- 
fläche bilden, die aus M gezogen werden können. Die Kernfläche gehört 
also zu den hegelflächen vierter Ordnung, bei denen aus einem Punkte 
der dreifachen Geraden drei Erzeugende gezogen werden können, die nicht 
in einer Ebene liegen. 

Legt man eine Ebene % durch d, so wird von den Kegelflächen 
des Gebüsches, die einen gemeinschaftlichen Scheitel haben, eine diese 
Ebene längs d berühren, also bestimmt jede Ebene durch d als gemein- 
schaftliche 'Tangentialebene gleichfalls einen Büschel Kegeltlächen des (Ge- 
büsches, deren Scheitel die Punkte von d sind. 

6. Die Fläche vierter Klasse, deren Berührungsebenen in &, den 
Kegelflächen des Gebüsches entsprechen, artet aus in eine doppelt zu 
zählende Fläche zweiten Grades. In jedem F’-Büschel des Gebüsches giebt 
es zwei eigentliche Kegelflächen; sie vertreten jedoch die vier Kegelflächen 
eines beliebigen F’-Büschels, sind also doppelt zu zählen. Folglich gehen 
durch jede Gerade von 8, zwei Berührungsebenen, die diesen Kegelflächen 
entsprechen und die gleichfalls doppelt zu zählen sind. Diese Berührungs- 
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ebenen bestimmen also die doppelt zu zählende Fläche zweiten Grades K‘. 
Zu jedem F’-Bündel gehören weiter vier Ebenenpaare; construirt man wieder 
in &, den Punkt, der den vier Basispunkten des Bündels entspricht, so 
entsprechen diesen vier Ebenenpaaren vier Berührungsebenen von K;; die 
(sesammtheit dieser Ebenen bildet also eine abwiekelbare Fläche, die K; 
umgeschrieben ist. 

Diese abwickelbare Fläche berührt X/ in einer Raumeurve c/, welche 
vierter Ordnung sein muss. Wählt man nämlich einen Punkt M, und con- 
struirt man aus M, die vier Berührungsebenen an K7, so befinden sich die 
vier Berührungspunkte in der Polarebene «u, von M, in Bezug auf K,, und 
in «, können keine anderen Punkte von c; liegen, da «, nur einen Pol M, 
besitzt. In F° entsprechen dem Punkte M, die vier assocürten Punkte M, 
MW, M", MW"; den vier Berührungsebenen die vier Ebenenpaare |dM—MM'M, 
dW—MM'MT|, \AM'—MMM"|, (AM —MM'M"\; den sechs Schnittlinien 
dieser Ebenen die sechs Kanten des Tetraeders, dessen Eckpunkte M, M, 
M’, M sind, und die zum System der Hauptstrahlen, die d nicht schneiden, 
sehören. Die diesen Hauptstrahlen entsprechenden Strahlen des Raumes 


©) 


a 
>, bilden also das Strahlensystem, das den Sehnen von e; eonjugirt ist. 
Sie liegen in zwei Berührungsebenen der abwickelbaren Fläche, sind also 
ihre Doppeltangenten. Durch einen Punkt gehen sechs dieser Doppel- 
tangenten, da in der Polarebene des Punktes sechs Sehnen von e; liegen. 
7. Um die Ordnung der abwickelbaren Fläche zu bestimmen, nehme 
man auf d einen Punkt M an und betrachte diesen als Scheitel eines zum 
(sebüsche gehörenden Kegelbüschels. Diesem Büschel entspricht in $, ein 
Büschel Berührungsebenen von Ä}. dessen Axe also eine Gerade p, von K, 
ist. Zum Kegelbüschel gehören drei Ebenenpaare, dreimal kommt es folg- 
lich vor, dass eine der Ebenen durch p, die Fläche X; in einem Punkte von 
c; berührt. Hieraus ergiebt sich: 

Einem Punkte M von d entspricht eine Gerade p, von Kj; die Ge- 
vaden, die zur nämlichen Schaar wie p, gehören, entsprechen also den 
Punkten von d. Kine Gerade dieser Schaar schneidet e} in drei Punkten. 
ec, ist folglich eine rationale Raumeurve vierter Ordnung. Von nun an 
wird die Schaar der dreifachen Secanten von ec} die Schaar p, heissen, die 
Schaar der einfachen Secanten von ec; ist die Sehaar q,. Den Ebenen durch 
eine (Gerade der letztgenannten Schaar entsprechen in I die Kegelflächen 


eines Büschels, die eine gemeinschaftliche Tangentialebene längs d besitzen; 





a a aa 
En 











Cardinaal, über einen besonderen Fall des F’-Gebüsches. 


-— 
ee 


von diesen Ebenen berührt eine die Fläche X} in einem Punkte von et: 
dieser Ebene entspricht in > das zu dem Büschel gehörende Ebenenpaar. 
Aus einem Punkte M, können drei Sehnen von e; gezogen werden: folg- 
lich enthält eine Ebene drei Strahlen des Systems, das den d nicht schnei- 
denden Hauptstrahlen des Gebüsches entspricht; dieses Strahlensystem ist 
also dritter Klasse sechster Ordnung. Zugleich ergiebt sich, dass eine 
Fläche des Gebüsches drei dieser Hauptstrahlen enthält. 

Man nehme jetzt eine Ebene «u, an, die so gewählt ist, dass sie die 
Curve ec; berührt; von den vier Berührungsebenen, die aus dem Pol M, 
von «a, an die abwickelbare Fläche zu construiren sind, fallen nun zwei 
zusammen; ihre Schnittlinie ist der Strahl, der conjugirt ist zur Tangente 
von ec; in ihrem Berührungspunkte mit «,; dieser Strahl geht also über in 
eine Erzeugende der abwickelbaren Fläche. Die Curve e; ist sechsten 
Ranges, eine Gerade /, wird folglich von sechs ihrer Tangenten geschnitten: 
gleichfalls wird die Polare Z, von /, von sechs Erzeugenden der Fläche 
geschnitten; die Fläche ist also sechster Ordnung und wird von nun an 
K, heissen. KY unterscheidet sich von der gemeinsamen Developpabeln 
zweier Flächen zweiter Klasse dadurch, dass nur eine Fläche zweiter 
Klasse ihr einbeschrieben werden kann; ihre Rückkehreurve ist der 
geometrische Ort der Pole der Schmiegungsebenen von ec‘; da aus einem 
Punkte sechs Schmiegungsebenen von e; gezogen werden können, so liegen 
in einer Ebene sechs Punkte der Rückkehreurve, die also sechster Ord- 
nung ist. 

Unter den Geraden der Schaar p, giebt es vier Trangenten von ec‘: 
diese fallen zusammen mit Erzeugenden von K}; K) schneidet also die Fläche 
K; in diesen Erzeugenden und berührt sie in ec}, welche in der Schnitteurve 
doppelt zählt; die Schnitteurve von K} und K} hat also im Ganzen die Ord- 
nung zwölf. 

Die Erzeugenden von K\ entsprechen den Erzeugenden von K*. Es 
wurde schon bemerkt, dass mit den Punktepaaren eines d nicht schneiden- 
den Hauptstrahles d’ des Gebüsches die Punkte von zwei Transversalen / 
und ! von d und d’ assocürt sind. Diese Geraden vereinigen sich zu eineı 
Erzeugenden / von K*, wenn dem Hauptstrahl eine Erzeugende von K‘ ent- 
spricht. 

8. Um eine Uebersicht zu bekommen über die Abhängigkeit der 
Hauptstrahlen des Gebüsches und der entsprechenden Geraden in dem Raume 
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Z,, kann man die ebenen Schnitteurven von KY betrachten. Fine beliebige 
bene g, schneidet K) in einer Curve f} sechster Ordnung vierter Klasse, 
die drei Doppeltangenten besitzt. Die Tangenten von fi} entsprechen den 
Hauptstrahlen, die d schneiden in Verbindung mit den Kegelschnitten, die 
ihnen assoeüirt sind, da durch eine dieser Tangenten eine Berührungsebene 
von K} und eine erzeugende Ebene von K\ und durch die Gerade und den 
Kegelschnitt eine Kegelfläche und ein Ebenenpaar bestimmt ist. Sei nun 
/;, eine solehe Tangente von f}, so entsprechen ihren beiden Schnittpunkten 
mit X, zwei Punkte auf d, diese sind die Schnittpunkte der entsprechenden 
(Geraden 7 und des dazu associirten Kegelschnittes 7? mit d. Der Be- 
rührungspunkt von /, mit fi muss als die Vereinigung von zwei Schnitt- 
punkten betrachtet werden, ihm entspricht der Schnittpunkt von / mit !. 
Ausserdem schneidet /, die Curve ff noch in vier Punkten, diesen ent- 
sprechen die vier Punkte, die 7, ausser den Punkten /’d und /F, mit 
K* gemein hat. Den vier Tangenten, die aus einem Punkte M, an ff zu 
ziehen sind, entsprechen die vier d schneidenden Hauptstrahlen auf der , 
entsprechenden Fläche F’, die durch die M, entsprechenden vier associirten 
Punkte M, M', M’, M" gezogen werden können. Der Kegelschnitt %}, 
in dem g, die Fläche K/ schneidet, berührt fi in vier Punkten; die Tan- 
genten in diesen Punkten entsprechen den Hauptstrahlen von 8, bei wel- 
chen der ihnen associirte Kegelschnitt durch ihren Schnittpunkt mit d geht. 

Es sei nun die Ebene 9, eine Berührungsebene von K7 in einem 
Punkte A,, der nicht auf ce; liegt. Dieser Ebene entspricht eine Kegel- 
fläche F’ des Gebüsches, deren Scheitel A auf d liegt. Der Kegelschnitt 
K; zerfällt in zwei Gerade, von denen die eine, %k,, zur Schaar p, gehört 
und eine dreifache Tangente von fi ist, während die zweite, /,, zur Schaar 
q, gehört und eine einfache Tangente von fi ist. Den Tangenten von fi} 
entsprechen die Strahlen der Kegelfläche F; aus jedem Punkte von %, 
veht noch eine dieser Tangenten, ihrem Sehnittpunkte mit /, entspricht der 
Schnittpunkt von d mit dem Kegelschnitte, der zu dem entsprechenden 
Strahle von F’ assoeürt ist. 

Man kann sich jetzt die Ebene %, beweglich denken; dreht sich 
erstens Y, um /, und construirt man in jeder Ebene die Tangenten von fi. 
so sind die entsprechenden Hauptstrahlen die Strahlen aller Kegelflächen, 
die in d eine gemeinschaftliche Tangentialebene besitzen. Dreht zweitens 
f, sich um A, so kann man in jeder Ebene die Tangenten an die zuge- 
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hörige Sehnitteurve construiren und bekommt dann die Strahlen, deren ent- 
sprechende alle Hauptstrahlen aus einem Punkte A von d sind. 

Es sei endlich 9, eine Berührungsebene von K, in einem Punkte A, 
von c} und also eine erzeugende Ebene von K). Der Ebene Y, entspricht 
jetzt eine Ebene p durch d und die Ebene g, die mit g eine besondere 
Fläche des Gebüsches bildet; g und ’ schneiden sich in einer Erzeugenden 
e von K*, die d in A schneidet. Die Schnitteurve fj zerfällt in eine Uurve 
vierter Ordnung dritter Klasse f} und die Erzeugende e, von K}, die doppelt 
zu zählen ist und f} berührt; die Gerade A, wird zur Doppeltangente von 
ft und schneidet e, in A,; dieser Punkt A, ist zugleich der Berührungspunkt 
von /, und der Fläche K\. Durch A, geht weiter noch die Tangente i, 
von c}: letztgenannte Gerade bildet mit 4, /,, e, einen harmonischen Büschel, 
in dem #, zu e, conjugirt ist. 

Einer Geraden g, in g, entspricht eine Gerade g in y, die d in einem 
Punkte B und die Erzeugende e von K* in C schneidet. Dem Punkte B 
entspricht sowohl der Schnittpunkt 9,4, =B, als die nieht in 9, liegende 
Gerade der Schaar p,, die g, in B, schneidet; dem Punkte C der Schnitt- 
punkt von g, und e. Da mit g ein Kegelschnitt g, der durch A und © 
geht, associirt ist, so entsprechen allen Geraden von Y, alle Geraden von 
yp und die dazu associirten Kegelschnitte. Hieraus folgt: 

a) Gehen die Geraden in p, durch einen festen Punkt B, von 4, 
so gehen die entsprechenden Geraden durch einen festen Punkt B von d. 

b) Sind die Geraden zugleich Tangenten von fi, so sind es Doppel- 
tangenten von K}. Ihnen entsprechen Gerade, die associirt sind mit einem 
Kegelschnitt, der in zwei Gerade zerfällt, von denen eine d schneidet und 
die andere d nicht schneidet. 

c) Gehen die Geraden durch A,, so entsprechen diesen die Strahlen 
eines Büschels durch A. | 

d) g wird von K’, ausser in e, in einer unicursalen Curve dritter 
Ordnung ce’ geschnitten; e’ und e entsprechen der Schnitteurve von g, mit 
K}\. Den vier Sehnittpunkten der Geraden g, mit f} entsprechen die vier 
Schnittpunkte, die g’, ausser dem Doppelpunkte, mit ce’ gemein hat. 

9. Einer Geraden / in > entspricht in &, ein Kegelschnitt /, der 
K' in vier Punkten berührt, die den Schnittpunkten von / und K* entsprechen, 
Um diese genauer zu bestimmen, bringe man durch / die Fläche F’ des 
(sebüsches, der eine Ebene %, entspricht, welche X} in der Curve ff schneidet. 
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en Erzeugenden von F’, die mit d zu derselben Schaar gehören, entsprechen 
die vierfach berührenden Kegelschnitte von fl. 

Einer Ebene g von & entspricht eine Fläche, die von einer Geraden 
/, in so viel Punkten geschnitten wird als die Ebene 9 von der /, ent- 
sprechenden Curve F. Diese Fläche F} ist also dritter Ordnung, sie ist 
ausserdem eine hegelfläche; man kann sich nämlich y entstanden denken 
durch den Strahlenbüschel, dessen Scheitel der Schnittpunkt A von p und 
d ist; den Strahlen dieses Büschels entsprechen die Erzeugenden von F?: ihre 
einfache Leitgerade ist die A entsprechende Gerade a, der Schaar p,. Die 
Doppelgerade von F} entspricht dem in g liegenden, d nicht schneidenden 
Hauptstrahle. A schneidet weiter g in einer Curve vierter Ordnung f* mit 
dreifachem Punkte A, welche von einer Fläche des Gebüsches wieder in 
fünf Punkten geschnitten wird; F} berührt folglich X} in einer Curve fünfter 
Ordnung. 

Geht g durch eine oder zwei Erzeugende von K*, so gehören eine 
oder zwei Erzeugende von K7 zu den Erzeugenden von F'. 

10. Wir gehen jetzt über zu den besonderen Fällen des Gebüsches 
und untersuchen zuerst, welche Aenderungen in den gefundenen Resultaten 
eintreten, wenn alle Flächen des Gebiüsches einen Punkt A mit einander 
gemein haben. 

Alle Geraden durch A sind in diesem Falle Hauptstrahlen; schneiden 
sie dazu noch d, so sind sie Hauptstrahlen, die mit X* mehr als vier Punkte 
semein haben, da A ein Doppelpunkt von K* ist; also gehört die Ebene 
Ad=« zur Kermfläche K‘, die folglich zerfällt in « und die Regelfläche 
dritter Ordnung K° mit der Doppelgeraden d. In &, entspricht dieser Fläche, 
ausser K,, eine abwickelbare Fläche dritter Klasse vierter Ordnung K'. 
Die Curve e} zerfällt in eine Raumeurve dritter Ordnung ce, und eine Gerade 
a,, die zur Schaar q, gehört, also c; in einem Punkte schneidet; die Ge- 
raden der Schaar p, sind Sehnen von c.. 

11. Nimmt man in & einen Punkt M an, und construirt man den 
F’-Bündel, den dieser Punkt bestimmt, so sind A und die beiden Punkte 
M' und M” mit M assocürt; Ad ist eine Ebene, zu einem der vier Ebenen- 
paare gehörend; diesen Kbenenpaaren entsprechen in &, eine Ebene durch 
a, und drei Ebenen, die K} in Punkten von c; berühren. Allen Ebenen 
durch a, entsprechen also die Ebenenpaare, zu denen Ad gehört; da diese 
Ebenen einen Büschel bilden, so bilden auch die entsprechenden Ebenen- 
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paare des Gebüsches einen Büschel, dessen Axe eine nicht in Ad liegende 
Gerade ist. Eine dieser Ebenen bildet mit Ad ein Paar, dessen Doppellinie 
durch A geht; diesem Ebenenpaar entspricht die Ebene «,, die K; in «dem 
Schnittpunkt von a, und ce, berührt. 

Weiter ist die Punktreihe, die die Ebenen des Büschels auf d be- 
stimmen, projectivisch zur Punktreihe, die die Geraden der Schaar p, auf 
a, bestimmen. Der Punkt A gehört zur Fläche K°; die Berührungsebenen 
aus ihm an AK’ bilden eine Kegelfläche zweiter Klasse. 

12. Wie im allgemeinen Falle kann jetzt die Abhängiskeit der 
Hauptstrahlen des Gebüsches und der Geraden von F&, untersucht werden. 
Es muss dabei beachtet werden, dass es im Gebüsche drei Arten von 
Hauptstrahlen giebt; Hauptstrahlen durch A, lHauptstrahlen, die d schneiden. 
und Hauptstrahlen, die d nieht schneiden. 

Man nehme wieder eine Ebene g, an; diese schneide a, in einem 
Punkte A, und Ä; in einer Curve f} vierter Ordnung dritter Klasse, die 
eine Doppeltangente besitzt. Die Tangenten an f} entsprechen den Haupt- 
strahlen, die d schneiden; unter diesen giebt es jedoch die Doppeltangente 
und drei Tangenten aus A,, von denen eine in der Ebene «, liegt. Die 
letzteren gehören zu den Geraden, die aus A, in g, gezogen werden können. 
Diese Geraden sind Schnittlinien von Ebenen durch a, mit g,: ihnen ent- 
spricht also die Schnittlinie von Ad mit der y, entsprechenden Fläche des 
(ebüsches F’. Dieser Schnittlinie, die ein Hauptstrahl ist, die dureh A 
geht und d schneidet, sind also die Kegelschnitte eines Ebenenbüschels 
assoclirt; in besonderen Fällen kann der Kegelschnitt in zwei (serade zer- 
fallen, von denen die eine d schneidet. Diesen besonderen Fällen entsprechen 
nun die Tangenten aus A, an f}, die nicht in der Berührungsebene «, liegen: 
der letztgenannten Tangente entspricht ein Kegelschnitt in der Ebene des 
Ebenenbüschels, der durch A geht. Hieraus ergiebt sich: 

Auf einer Fläche des Gebüsches giebt es drei Hauptstrahlen des 
Gebüsches, die d nicht schneiden; demjenigen, der durch A geht, entspricht 
eine Doppeltangente von KY; denjenigen, die nieht durch A gehen, ent- 
sprechen Tangenten aus Punkten von a, an K}. Den Geraden, die durch 
A gehen und d schneiden, in Verbindung mit den ihnen assoeiirten Kegel- 
schnitten, entsprechen die Geraden, die a, schneiden. Die Sehnitteurve von 
f, und K; geht durch A, und berührt f} in drei Punkten. 

Wird 9, zu einer Berührungsebene von K/ in einem Punkte A,, der 
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nicht zu ec, gehört, so ist F’ eine Kegelfläche des Gebüsches. Der Kegei- 
schnitt %, zerfällt wieder in zwei Gerade, von denen die eine eine Tlangente 
von A, an f; ist und die andere ihre Doppeltangente. 

Wird p, endlich zu einer Berührungsebene in einem Punkte von ce}, 
so zerfällt #" in zwei Ebenen g und ', von denen g durch d und g’ durch 
A geht. Die Schnitteurve mit K} zerfällt in einen Kegelschnitt f} und eine 
Erzeugende von K;, die also in der Schnitteurve doppelt zählt. Aus dem 
Berührungspunkt gehen eine Gerade der Schaar p, und eine der Schaar g.. 

In allen diesen Fällen ist es nicht schwierig, in Uebereinstimmung 
mit dem Vorhergehenden die Strahlen des Systems zu construiren, die den 
Hauptstrahlen des Gebüsches entsprechen. 

13. Einer Geraden g von > entspricht ein Kegelschnitt gj. Dem 
Schnittpunkte von g mit der Ebene Ad muss ein Punkt entsprechen, in 
welchem g; jede Ebene durch a, berührt, also ein Punkt von a. g; geht 
folglich durch einen Punkt von a, und berührt X} in drei Punkten. 

Einer Ebene 9 von > entspricht eine Regelfläche dritter Ordnung 

", welche eine Gerade der Schaar p, als einfache Leitgerade enthält; a, 
ist eine Erzeugende von F}, da p die Ebene Ad in einer Geraden schneidet, 
deren Punkten die Punkte von a, entsprechen. F} berührt weiter X} in einer 
Raumeurve vierter Ordnung. 

Geht p durch A, so wird die Ordnung von F} um Eins vermindert, 
und F} zerfällt in eine Fläche zweiter Ordnung F} und die Ebene «,. F, 
seht durch eine Gerade der Schaar p, und berührt X] in einer Curve dritter 
Ordnung; «, ist also zugleich der geometrische Ort aller Punkte von >.. 
die A doppelt entsprechen. Von einer Geraden /, wird F} in zwei Punkten 
geschnitten; diesen entsprechen die beiden Punkte, in denen die /, ent- 
sprechende Raumeurve /” die Ebene %, ausser in A, schneidet. 

14. Haben alle Flächen des Gebüsches zwei gemeinschaftliche 
Punkte A und B, so gehören alle Geraden durch A und B, die d schneiden, 
zur Kernfläche K*, die also in die Ebenen Ad und Bd und die Fläche 
zweiter Ordnung K° zerfällt. Dieser Regelfläche A’ entspricht eine abwickel- 
bare Fläche zweiter Klasse, also eine Kegelfläche ZL,, die ein Berührungs- 
kegel von K} ist. In Uebereinstimmung mit dem Vorhergehenden ent- 
sprechen den Ebenen Ad und Bd, in Verbindung mit zwei Ebenenbüscheln, 
die Ebenen durch zwei Gerade a, und 5,, die zur Schaar g, von K, gehören. 
Die Curve ce} zerfällt also in den Kegelschnitt e; und die Geraden a, und b.. 
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Nimmt man in & einen Punkt M an, so ist mit M, ausser A und B, 
ein Punkt M’ associirt. In einem F’-Bündel giebt es also zwei Ebenen- 
paare, deren je eine Ebene Ad oder Bd ist, und zwei Ebenenpaare, deren 
je eine Ebene die Gerade AB enthält. Hieraus folgt: 

Den Berührungsebenen von Z, entsprechen die Ebenenpaare, von 
welchen Ad oder Bd keine Ebene ist; sie bilden in & zwei projeetivische 
Büschel durch d und AB, deren homologe Ebenen K’ erzeugen. Den 
Ebenenbüscheln durch a, und 5b, entsprechen die Ebenenpaare, von denen 
Ad oder Bd je eine Ebene ist; die zu diesen Ebenen gehörenden Ebenen 
der Paare bilden zwei Ebenenbüschel. 

Durch die Gerade AB ist ein F-Bündel bestimmt; ihr entspricht der 
Scheitel S, der Kegelfläche Z.. 

Den Ebenen Ad und Bd, in Verbindung mit den Ebenen der Büschel, 
die durch A oder B gehen, entsprechen die Berührungsebenen «, und /?.. 
die durch a, und 5b, an L; gelegt werden können. 

15. Nimmt man wieder in 3, eine Ebene %, an, so schneidet diese 
die Kegelfläche Z, in einem Kegelschnitt f} und die Geraden a, und 5, in 
zwei Punkten A, und B. Ganz wie im vorigen Falle kann man nun die 
Geraden von %, bestimmen, die den Hauptstrahlen auf der entsprechenden 
Fläche F’ entsprechen. Unter den Tangenten von f; giebt es die beson- 
deren Tangenten, durch A, und B, gezogen, von denen je eine in den 
Ebenen «, und ?, liegt; zugleich ist die Doppeltangente der Schnitteurve 
übergegangen in die Verbindungslinie A,B,. Hieraus ergiebt sich: 

Den Tangenten der Kegelfläche L,, die a, oder 5, schneiden, ent- 
sprechen die Hauptstrahlen, die durch B oder A gehen. 

Den Geraden, die a, und b, schneiden, entsprechen die Hauptstrahlen., 
die d nicht schneiden und nicht durch A oder B gehen; diese Hauptstrahlen 
schneiden also die Axen der zu Ad und Bd gehörenden Ebenenbiüschel. 

Den Tangenten der Kegelfläche Z/, die a, oder 5, nicht schneiden, 
entsprechen die Hauptstrahlen, die d schneiden. 

Den Ebenen durch $S, entsprechen Flächen des Gebüsches durch 
die Gerade AB; zwei dieser Ebenen schneiden sich in einer Geraden durch 
S,, der also eine Gerade entspricht, die sowohl d als AB schneidet. 

16... Einer Geraden g von Z entspricht ein Kegelschnitt g;, der Li 
in zwei Punkten berührt und mit a, und 5, einen Punkt gemein hat. Einer 
Ebene % in &' entspricht eine Regelfläche dritter Ordnung F}, die L} in 
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einer Raumeurve dritter Ordnung berührt; die einfache Leitgerade von F} ist 


eine dem Schnittpunkte yd entsprechende Gerade der Schaar p,; a, und 5, 
gehören zu den Erzeugenden; enthält weiter eine Gerade, die d und 
AB schneidet, also geht F} durch $S. Geht g durch A oder B, so zer- 
fällt F} in die Berührungsebene «, oder f, und eine Regelfläche zweiter 
Ordnung F/. Diese letzte berührt Z} in einem Kegelschnitt, welcher durch 
den Berührungspunkt von ZL, mit der dem Punkte gd entsprechenden Ge- 
raden geht. 

17. Die Aenderungen, die eintreten, wenn die Flächen des Gebüsches 
drei gemeinschaftliche Punkte A, B, C besitzen, lassen sich nun ohne Mühe 
ableiten. 

Die Kernfläche K* zerfällt in die vier Ebenen Ad, Bd, Cd, und ABC. 

Die Curve c; zerfällt in die drei Geraden a,, b,, c, der Schaar g,, 
und die Gerade d, der Schaar p.. 

Dem Ebenenbüschel durch d, entspricht der Ebenenbüschel durch 
d, in Verbindung mit ABC. 


Den Ebenen durch «a, entsprechen die Ebenenpaare, gebildet von 
Ad und dem Büschel durch BC. Gleichfalls den Ebenen durch b, und e, 
die Ebenen Bd und Cd, in Verbindung mit den Büscheln durch AC und AB. 

Die Hauptstrahlen des Gebüsches theilen sich ein in diejenigen, die 
d schneiden, und die Strahlen, die durch A, B und C gehen. Den ersteren 
entsprechen die Geraden, die d, schneiden, den letzteren die Geraden, die 
b, und e,, a, und c, oder a, und 5, schneiden. Die erzeugenden Ebenen 
der Fläche KY zerfallen in die drei Ebenenbüschel durch «a, 5,, e, und 
denjenigen durch d,. Diesen Büscheln entsprechen erstens die Ebenen Ad, 
Bd, Cd, in Verbindung mit den Büscheln durch BC, AC, AB, und zweitens 
die Ebene ABC, in Verbindung mit dem Büschel durch d. Die Schnitteurve 
von K} mit einer Ebene zerfällt in vier Punkte A,, B,, C,, D.. Den sechs 
Verbindungsgeraden dieser Punkte entsprechen die drei Paare Hauptstrahlen 
auf der entsprechenden Fläche des Gebüsches, die durch A, B und € gehen. 


18. Einer Geraden g entspricht ein Kegelschnitt g,, der a,, b,, e; 
und d, in einem Punkte schneidet. Einer Ebene g entspricht eine Regel- 
fläche F} dritter Ordnung, deren einfache Leitgerade eine Gerade der Schaar 
p, ist; a,, d,, ec, sind Erzeugende, d, ist die Doppelgerade. Durch eine 
(serade der Schaar p, und zwei Punkte ist also F} bestimmt. Sind drei 
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Punkte M,, N,, P,, von F} gegeben, so schneidet die Ebene M,N,P, die 
Geraden a,, b,, c,, d, in vier Punkten A,, B,, C,, D,, die mit den ge- 
gebenen die Schnitteurve der Ebene M,N,P, mit F} bestimmen. D, ist 
der Doppelpunkt dieser Curve, die K} noch in einem Punkte schneidet, der 
yd entspricht. Geht $ durch A, so zerfällt F} in die Fläche zweiten 
Grades F} und die Ebene ad, =c«,. F/ enthält b,, e,, d, und eine Gerade 
der Schaar p,. Geht p durch A und B, so zerfällt F} in drei Ebenen, «,. /, 
und eine Ebene, die durch ec, und eine Gerade der Schaar p, gelegt ist. 

19. Die besonderen Fälle, die den Gegenstand dieser Arbeit bilden, 
spielen eine Rolle in der Theorie der Oberflächen vierter Ordnung. So 
wie nämlich das F’-Gebüsch, dessen Flächen einen Kegelschnitt mit ein- 
ander gemein haben, verwerthet wird bei der geometrischen Construetion 
der Oberflächen vierter Ordnung mit Doppelkegelschnitt, so kann das im 
Vorigen behandelte Gebüsch angewendet werden bei der Construction von 
Oberflächen vierter Ordnung mit einer Doppelgeraden. Diese Anwendung 
wird für spätere Arbeiten vorbehalten. 

Die Resultate der obigen geometrischen Betrachtungen habe ich 
kurz zusammengefasst und benutzt zu einer geometrischen Theorie der 
Oberflächen vierter Ordnung mit Doppelgeraden: diese Arbeit wird in 
Kurzem von der Kgl. Akademie der Wissenschaften zu Amsterdam publi- 
eirt werden. 


„x 
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Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen 
mit rationalen Coefficienten. 


(Fortsetzung von Band 106, Seite 314 dieses Journals.) 
(Von Herrn Paul Schafheitlin in Charlottenburg.) 


In meiner Arbeit über lineare Difterentialgleichungen in Band 106, 
S. 285—314 dieses Journals habe ich in den Sätzen I—IX das Verhalten 
der Lösungen der behandelten Differentialgleichungen an den singulären 
und nichtsingulären Stellen im allgemeinen untersucht. Durch Einführung 
einer zweckmässigeren Bezeichnungsweise für die m-fach reducirte Normal- 
form kann — wie in den folgenden Zeilen zuerst gezeigt werden soll — 
die Anzahl dieser Sätze verringert und dadurch die Uebersichtlichkeit er- 
höht werden. Ferner sind durch obige Sätze diejenigen Fälle noch nicht 
erledigt worden, in denen gewisse Elemente der Normalform selbst oder 
deren Differenzen ganze Zahlen sind. Die Ausfüllung dieser Lücke — 
zunächst für einfach singuläre Punkte — ist der eigentliche Zweck der 
vorliegenden Arbeit. Die Resultate der vorliegenden Arbeit sind selbst- 
verständlich schon in den allgemeineren Untersuchungen von Herrn Fuchs 
enthalten; einerseits aber ist die Ableitung eine durchaus verschiedene und 
andererseits treten die Resultate für diese besonderen Differentialgleichungen 
in übersichtlicherer Form auf, als es bei der allgemeineren des Herrn Fuchs 
(dieses Journal Bd. 68) möglich war. 

$ 1. 

Jede Differentialgleichung, bei welcher der Grad des Coefficienten 
der höchsten Ableitung um m Einheiten grösser ist als der Grad der Ab- 
leitung selbst, ist enthalten unter: *) 

(R.) we 3 (1) B(n -m—p ,—-mR,r”t” = 0 

; = dar Zu En „ "ar v . 


*) Siehe meine Arbeit dieses Journal Bd. 106, S. 299. Alle auf diese Arbeit be- 
züglichen Citate sollen fortan durch (I.) gekennzeichnet werden. 


Er ae a Ze ade nenn an sand S% his tg ei Te 0 
vr san ale = and le ch Dan ci nn Da ini aa ee nur. a re ’ Pr 
RESET a in re ORT GERN OR a a rn 3 1. in nie ninin nn in Kae 
EIER ar ei ’ R Rn a a eine 1 Lie 
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Setzt man hierin » an Stelle von »—m, so geht (Rt.) über in: 


/ 


n dr m+p ı aan 
- z (1) B(n—p, rm, —m)R,." 7 = 0, 


Be de? ; 
Statt der Grössen e,, wird man zweckmässig &,,—m die Elemente dieser 
Differentialgleichung nennen und dieselben wieder kurz mit dem Buchstaben & 
bezeichnen, so dass man als Normalform der m-fach reducirten Differential- 
gleichungen nter Ordnung erhält: 
Kl 


(N”.) 275 =\ er Y I(n— pP, Era r) ir ai Mg ze 13 
p= — 


“R ._y Bon | ö „..  m(m-+1) 
Für (R.) gelten die Formeln (I. 58); aus denselben ergiebt sich für 





+) 
Elemente von (N".): 
Entynti V, 
1) u = 1, EN 
Entvıntı =. —(v—1). 


Die Reeursionsformeln für die in Potenzreihen von x entwickelharen 
Lösungen von (R.) folgen aus (I. 60), wenn darin die rechten Seiten gleich 


/NTm \ 


Null ae werden; für (N”-) ergeben sich daraus die Formeln: 





= 1y Uoti—m)l,.._.4+ Nena td... 
Fu ,., == 0, 
(2.) ( 1) 
Ey EN rt 
sehe. et en 


Für die Lösungen der Gleichungen (N.) und (N”.) lassen sich die 
Sätze I—VIII meiner früheren Arbeit (I. S. 308) folgendermassen zusam- 
menfassen: 

I. Sämmtliche Lösungen von (N.) und (N”.) sind in der Umgebung 


eines beliebigen Punktes a eindeutig und stetig, mit Ausnahme der Punkte 


- 


und (N".). 
Il. Für jeden im Endlichen liegenden u-fach singulären Punkt k, von 


a=k, kr... und ©. Diese Punkte sind die singulären Punkte von (N. 


(N.) und (N”.) giebt es im allgemeinen und mindestens n— u von einander unab- 
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hängige Lösungen, welche in seiner Umgebung eindeutig und stetig sind, voraus- 
gesetzt dass der Coefficient der (n—p)-ten Ableitung durch (@—k,)" ” theilbar ist 
für p—_ u; ist diese Bedingung nicht erfüllt, so lässt sich keine Lösung von 
(N.) und (N”.) in eine ins Unendliche fortschreitende Potenzreihe von c—k, 
entwickeln. 

Ill. Für jeden im Endlichen liegenden u-fach singulären Punkt k, 
von (N.) und (N".) giebt es u von einander unabhängige Lösungen der Form: 


k, 
(3.) y Am (x —k,)" u PR (2 —k,), (se =1, 2...) 
vorausgesetzt dass die Elemente E, selbst als auch die Differenzen €,,—&,. 


für alle verschiedenen Werthe von o und o keine ganzen Zahlen oder Null 
sind, und dass der Coefficient der (na—p)-ten Ableitung durch (c—k,)"” theil- 
bar ist für p< u 


$2. 
Ist: 


a) 0 34 EAN Ba-p, 8,2” = Bo), 


so gelten nach dem Zusatz (1. 8. 309) für die Lösungen von (4.) die obigen 
Sätze I—III; indessen bedarf dieser Zusatz einer Beschränkung. 
Setzt man: 
y= z a,’ 
und 
Ba) = Ihe 


so gelten für a, die Recursionsformeln (I. 50): 


(9.) 3(- 1)’ _. 1 ‚ta)(&a,.+%).. 20 +UR, d,ı, = . b.. 


Ist . ac keine singuläre Stelle, so ist 8,<0 und es lassen 
sich alsdann, nachdem «,, @,, ..., a,_, willkürlich gewählt sind, die übrigen 
a, Successive aus (5.) berechnen; die Convergenz der entstehenden Reihen 
ist in (I. $ 5) bewiesen worden. 

Ist der Nullpunkt eine einfach singuläre Stelle, so ist 8,=0, 
8,,=>0; man kann dann »—1 als obere Grenze für v in (5.) annehmen, 
und es werden wieder nach willkürlicher Wahl von a,, a,, ..., a,_, die übrigen 
Coveffieienten aus (5.) berechnet. Wenn aber &,=—p ist, wo p eine posi- 
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tive ganze Zahl bedeutet, so fehlt in der Reecursionsformel für 5, der 
Coefficient a,,,_., und es kann dann der Fall eintreten, dass diese Reeursions- 
formel selbst unrichtig wird oder mit den vorhergehenden in Widerspruch 
geräth. Als Beispiel diene: 


eg are aa um, 


n,1 
In diesem Falle verschwindet die ganze linke Seite, während die rechte 
den Werth 5, besitzt. Genügt &,, obiger Bedingung nicht, so bringt jede 
folgende Recursionsformel einen neuen Coeffieienten «a hinzu, und es kann 
dann kein Widerspruch auftreten. 

Ist der Nullpunkt ein u-fach singulärer Punkt, so ist (I. 8. 308): 

8R., = RB _,H =; RS. 

Man übersieht leicht, dass alsdann ein Widerspruch nur möglich ist, 

wenn ein Element der «ten Gruppe &,, eine negative ganze Zahl ist. 


Ist 
(6 . nd dry Yo 1)’ A/ \c nn u N/ N 
(6.) 2 ar = 1’ Bln—p, rm )R,E - Be), 
pi) I yvı) 


so führt eine analoge Betrachtung der Recursionsformeln (2.), wenn die 
rechte Seite derselben den Grössen b, gleich gesetzt wird, zu einem ganz 
entsprechenden Resultate, das in folgendem Satze Ausdruck findet: 

IV. Für die Lösungen von (4.) und (6.) gelten im allgemeinen die 
Sätze I—-III; wenn jedoch e&," resp. er eine negative ganze Zahl mit Ein- 
schluss der Null ist, so können die Sätze Il und III ihre Gültigkeit verlieren. 


‘s soll nun das Verhalten der Integrale von (N.) an einem einfach 
singulären Punkte untersucht werden; der Einfachheit halber lege man den 
Nullpunkt der Coordinatenebene in diesen Punkt.: Dann werden nach (11.) 
»—1 Integrale von (N.) in der Umgebung des Nullpunktes eindeutig, end- 
lich und stetig sein, während das »te Integral nach (I1I.) die Form 


y = ar ße) 
besitzt, vorausgesetzt dass &, keine ganze Zahl ist. 
Wenn die letzte Bedingung nicht erfüllt ist, so treten bekanntlich 
Logarithmen auf; es kann dies wie folgt bewiesen werden. 
Ist &,, keine negative ganze Zahl, so giebt es nach (IV.) stets eine 
in der Umgebung des Nullpunktes eindeutige und stetige Function (=) 


A > 
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welche der Differentialgleichung (4.) genügt. Eine zweite Lösung &(z) von 
(4.) möge die Form: 


7.) Ca) = yla)loge 
besitzen, wo p eine für e=(0 reguläre Function bedeutet; dann ist: 
del dry Ilp 1 dep 


p—1 
— —-.Joe x + 5 (—1)Pte! —. 
dar dr get g=u he, (p—e)Io x? dat 


Setzt man diesen Werth in (4.) ein, so erhält man: 





d» ie re 
| log 3 en &(- 1 B(n—p, &,_,)R,x” 
(8.) np y- IIp dep 
_1pte+-1__ A Fr a 
en En BEE: 


Da die rechte Seite eine Potenzreihe von x ist, so muss der Factor von 
logx in (8.) verschwinden, d.h. Y(x) ist eine Lösung von (N.); aus dem- 
selben Grunde müssen die negativen Potenzen von x in (8.) verschwinden. 
Es sei: 


(9) a) = Ian, 
so genügen die Coefficienten a, den Recursionsformeln (I. 48), und es ist: 
pp _ II0-+e) ii 
(10.) ——- & In, A,4,% 


Damit die negativen Potenzen von x verschwinden, folgt aus (8.) und (10.): 


n p v-lrm—o— Ip II0.+e) z 
2.52% pto+v—1 » arte- N. 
u an Bone o=0 A: we 2 1) (p— 0) Tg IT). ” e— Ps nr IR, Org 0. 


p= 1 y: 
Setzt man: 





e=rv-—e und K=v-o-—i, 
vertauscht alsdann die Summationsordnung und lässt die Striche wieder 
fort, so folgt: 





I IIp II(v—)) e m 
Be y 1)P+e-1 _WBln— "4 ,a,_,x we 
Sat yes; ip yo = ) (p—v-+o)IIv— o)II(e— -I) ( P» ) 2 
Da 8,=0 ist, so ergiebt sich hieraus: 
n—1 i a u \ Ip | 
2 (-MIW-MR,a,_, 2 2 (rt Bn-p,.._) =0. 
(11.) Fun ( ) ( ) er  - 30 1) (p— o) Io Ilv— }— 0) ( P; ) 
QA=1,2, ...,n—l) 
Setzt man: 
k—1 Ip & 
(12. k) = 1 2 
12) Yip, #) u "= QMEIk—e— 1) ' PR: 
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so ergiebt sich auf einfache Weise: 


w(p, k) = —(p—k)w(p, k+1) GH <n 
folglich: 


(13) vun K+) 
Nun ist: 
v(p, pP) = VD, 
somit ergiebt sich aus (13.) für A+4=p: 
(14.) v(p, k) = (-VT IIp—k). Zn 
Bei Benutzung dieses Werthes wird (11.): 


n—1 n 
zZ IKr)R,a,_, EZ (DPI pr+4-1)Bn-p, &_,) = 0. 
P=V 


v=lh 
oder: 
n—1 £ n—3 
3 (-1/HNWw—ı)R,a,_, & (1 II(p+r—1)B(n—r—p, _,)=d. 
yvmh p=UV 


Wendet man hierauf (I. 45.) an, so folgt: 


Nn— 


1 
(1), U(v—-) HG—1)S(n—rv, ,,—UR,a,_,; — ), 


\ 
vzıh 


oder: 


n—1 

(15.) 2 (1 HIw—i)(e,_, 1 &r.—h).(Enyn- —_ ).) ft, d, = (U). (i=l2,.,n—1) 
vzı 

Die Determinante dieses in Bezug auf die Coeffieienten a,, @.. 


linearen homogenen Gleichungssystems ist Null, wenn 

(16.) er | 
ist. Ist diese Bedingung erfüllt, so ist durch (15.) und (I. 48.) die Fune- 
tion p(x) bis auf einen constanten Factor eindeutig bestimmt: die Grössen 
Ay, Ay 2.., A,_,_., Sind alsdann Null. Daher kann man setzen: 


ey \ n—&j--1 z 

(17.) y(z) = x .y(z), 
wo w(x) eine Potenzreihe von x bedeutet, derart dass w(0) =0 ist. Ge- 
nügt nun &, der Gleichung (16.), so giebt es eine Function (x), welche 


(4.) genügt. Hieraus ergiebt sich weiter, dass dann das „te Integral von 
(N.) die Form: 


Ad. 


. Nn—€ —1 Fi R 
(18.) y=aı " v(e)lege-n(« ei 
besitzt. 
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Lässt sich (N.) um m Grade redueiren, so wird das allgemeine 
Integral von (N.) das allgemeine Integral der zu (R.) gehörigen nicht- 
homogenen Differentialgleichung sein, deren rechte Seite eine ganze Func- 
tion (m—1)-ten Grades von x mit willkürlichen Coefficienten ist. Ist ein : 
Integral dieser Differentialgleichung für & = 0 eindeutig und stetig, so wird 4 
die für 2=0 unstetige Lösung von (N.) auch Lösung der homogenen F 
Gleichung (R.) sein. 

Aus der in $ 1 gegebenen Beziehung zwischen den Elementen von 
(R.) und (N”.) folgt aus Satz IV., dass nur für ganze negative Zahlen oder 
ganze positive Zahlen — m von &,, keine Lösung der nicht-homogenen zu 
(R.) gehörigen Differentialgleichung für 2=0 eindeutig und stetig zu 
sein braucht. 

Mithin wird für m+1 = 2, »—1 die »te Lösung von (R.) die 
Form (18.) besitzen; geht man Se von (R.) zu (N”.) über, so erkennt 
man, dass (18.) unverändert für (N”.) gültig bleibt. 

Setzt man den Punkt %k, an Stelle des Nullpunkts, so ergiebt sich 
aus (18.): 

V. Für jeden einfach singulären Punkt k, von (N.) oder (N”.) giebt 
es eine Lösung der Form: 

19)  y= (ek) Bla-k,)log(c—k,)+Be—h,), 
wenn &,, eine positive ganze Zahl —n—1 mit Ausschluss der Null ist und 
worin PO) O ist. 

Für diese Werthe von &” enthält das allgemeine Integral stets einen 





Logarithmus. 


$.4. 
Setzt man die in (Il. 48.) und (15.) vorkommenden Grössen: 
20.) nat llEnna th) (Ennarth)R, = He, +4) 
und 
f(e,+ u), (ent), 0 Keu.t) 


(21) Keuter, f(e,+u+l), N ut) > D,.0, 


Kette), Keunatuto) -. Meutute) 
wo in den Stellen der Determinante, für welche der Index von & grösser 
als » oder kleiner als Eins ist, Null zu setzen ist, so ist der Factor von 
logx in (18.) eine ganze Fensiiän oten Grades von x für 8, =»-1l, wenn: 








Sr 





SR 
RE 
© 
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(22.) &n=—o und D,.(—n) =0 


für alle Werthe von « von 2 bis n—1 ist, wie eine einfache Untersuchung 


der Formeln (I. 48.) und (15.) lehrt. 
Für 4,=nr-1 folgt aus (18.): 


" = 00T — 
dx?’ dr’ ..c sil x? 


(23.) di BE 5. . ' ‚ n(®) 
wo n(xz) eine Potenzreihe von x bedeutet, deren constantes Glied wegen 
der entsprechenden Eigenschaft von ww nicht verschwindet. Ist aber y eine 


de, a a u.a i Ä 
’ eine Lösung derjenigen Normalform (nach 1. 
dx? be) “ o \ 


Lösung von (N.), so ist 
S. 290), welche aus (N.) dadurch entsteht, dass an Stelle der Elemente &, , 
d’y 
da? 
Lösung einer Normalform, für welche 8, =n+o-1 ist. Für diese Werthe 


von &,, giebt (23.) die Form der »ten Lösung von (N.). 

Ist w eine ganze Function höchstens vom Grade o—1, so ver- 
schwindet in (23.) das mit dem Logarithmus behaftete Glied. Als Bedin- 
gung hierfür ergiebt sich aus (22.) für die Normalform, in welcher 
&; =n+o—1 ist: 


N Oo u 1, 0.00, GN 
Eu.n . 0-0 .. &1—n—0o+l1: D „.(e—_n— 0) —— D..(-&,1—1) ans V. (; Ess n 1) 


(reht man noch wie in $ 3 von (N.) zu (R.) und (N”.) über, so erhält man 
schliesslich den Satz: 


die Elemente &,,+0 für jeden Werth von 4 und « treten; daher ist 


VI. Für jeden einfach singulären Punkt k, von (N.) oder (N”.) giebt 
es eine Lösung der Form: 
. u 1 \ \ 
(24) y= (ck) u PBlr—k,) - (2 —k,)log(2e—k,), 
k, . on — . . . . . 
wenn &,', eine positive ganze Zahl —n ist, und worin %(O)= U ist. Das mit 
dem Logarithmus behaftete Glied verschwindet hierin, wenn: 


k a | 
(25 ) | Eon u €, N -o+1 resp. &, a au De —m (0 R' 1 
[2 | | 
| und D „.(& —&,,1—1) = () 


für einen Werth von o zwischen V und &,,—n und jeden Werth von u zwischen 


2 und n—1 resp. n--m—1. 


85. 
Das allgemeine Integral von (N.) hat für &,= 1 nach (18.) die Form: 
(26.) y = ı""v(z)loege+w,(e). 


wo w,(z) eine Potenzreihe mit 2—1 willkürlichen Constanten bedeutet. 


i” 
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Durch o-fache Integration folgt aus (26.): 
(27.) 2 = / ydzı'” — 2 o(e)logc+g,(e), 


wo und 9, Potenzreihen bedeuten, derart dass g(O)<0 ist und y,(z) 


n-+o—1 willkürliche Constanten enthält. 
Diese Function z ist die allgemeine Lösung der Differentialgleichung: 
dPz C 


” . 5 ee a”. 
(28.) 2 Z(-1d(n-p, 0), = 5 burn, 
p- - 


u 
wo die o Oonstanten b, durch eben so viele Constanten von n bestimmt 
sind. Im allgemeinen wird eine mit dem Logarithmus behaftete unter (27.) 
enthaltene Function Lösung der zu (28.) gehörigen homogenen Differential- 
gleichung sein; ist dies nicht der Fall, so sind sämmtliche Lösungen der 
zu (28.) gehörigen homogenen Differentialgleichung in Potenzreihen von x 
entwickelbar. Die Bedingungen hierfür ergeben sich durch Untersuchung 
der Recursionsformeln (]. 48). Zunächst erkennt man, dass die nothwendige 
Bedingung hierfür ist: 
PT u Fe 

wo 7 und e positive ganze Zahlen mit Einschluss der Null sind, derart 
dass eo. Führt man wieder die durch (21.) definirte Determinante ein, 


so treten zu den obigen Bedingungen noch die folgenden hinzu: 


> A (€ 440) D .: 
für alle Werthe des vu von 2 bis »—1. 
Geht man von (N.) zu (R.) und (N”.) über, so erhält man den Satz: 
m N 


VII. Für jeden einfach singulären Punkt k, von (N.) oder (N”.) giebt 


/ 


N 
&1q (& Sr Enn —M) a 0 


nn 


es eine Lösung der Form: 
| Di er INA / \ y 
(29.) y= (ch) Blc—k,)log(e—k)+N(c—k,), 
wenn &7 eine negative ganze Zahl mit Einschluss der Null ist, und worin 
x f We 2 
Ist aber alsdann: 
[&. resp. Eormatm = —p (e=0, 0 1.7) 


N 
w., 
| und Da .,\8 "—E&,,—u) = 0 


für alle Werthe des u von 2 bis n—1, resp. n+m-—1l, so sind sämmtliche 


30.) 


Lösungen von (N.) oder (N”.) in Potenzreihen von c—k, entwickelbar, von 


. . Bi; . 
denen eine mit der (n—e,\—1)-ten Potenz von c—k, beginnt. Der Punkt k, 


ist alsdann ein scheinbar singulärer Punkt. 

















Bemerkungen zu der Abhandlung von H. Schröter: 
„Die Hessesche Configuration (12,, 16,).“ 
(Dieses Journal Bd. 108, S. 269— 312.) 


(Von Herrn Edmund Hess in Marburg.) 


I. der Abhandlung: „Die Hessesche Configuration (12,. 16,)*) hat 
H. Schröter eine Fülle von wichtigen Eigenschaften der Hesseschen Con- 
figuration (12,, 16,) A, wie auch der zweiten Configuration (12,, 16,)B durch 
einfache synthetische Betrachtungen hergeleitet. Die im Folgenden mitge- 
theilten Bemerkungen, zu welchen ich durch das Studium der genannten 
Abhandlung veranlasst wurde, dürften vielleicht nicht ganz ohne Interesse 
erscheinen. Dieselben haben einmal die Entstehung der ebenen Figur der 
Configuration (12,, 16,)A aus einer bekannten kaumfigur, dem System dreier 
in desmischer Lage befindlichen Tetraeder zum Gegenstand und lassen den 
Zusammenhang der Eigenschaften der räumlichen und der ebenen Figur in 
einfacher Weise erkennen, andererseits berühren sie auch einige Eigen- 
schaften der zweiten Configuration (12, 16,)5 und einer durch beide Uon- 
figurationen A und B bestimmten ebenen Figur. Die gebrauchten Bezeich- 
nungen sind durchweg dieselben, welche Schröter angewendet hat. 

l. Die ebene Hessesche Configuration (12,, 16,) A lässt sich als die 
Projeetion der räumlichen Figur dreier in desmischer Lage befindlichen 
Tetraeder erhalten, indem man von einem beliebigen Punkte des Raumes 
die zwölf Eckpunkte der drei Tetraeder und die sechszehn Verbindungs- 
linien je dreier Ecken auf eine beliebige Ebene, als welche der Einfach- 
heit wegen auch eine der vier Seitenflächen eines Teetraeders gewählt werden 
kann, projieirt. In der That lässt schon die von Schröter ($ 4, S. 277) 
gegebene Darstellung der Configuration als eines Tripels von drei Viereeken 


*) Dieses Journal Bd. 108 S. 269— 312. Leider sollte dies H. Schröters letzte 
Abhandlung sein. 
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in desmischer Lage dies unmittelbar erkennen, da die vier möglichen Zu- 
ordnungen der Eckpunkte je zweier der drei in desmischer Lage befind- 
lichen 'Tretraeder”) genau denjenigen der Eckpunkte der drei ebenen Vier- 
ecke entsprechen. 

Das von Herrn Stephanos**) so genannte conjugirte desmische System 
dreier Tetraeder liefert durch dieselbe Projeetion die von Schröter so ge- 
nannte conjugirte Hessesche Configuration, deren Configurationsgerade die 
’rojeetionen der Verbindungslinien je dreier Eckpunkte des eonjugirten 
desmischen Systems sind, während die achtzehn Tetraederkanten, welche 
Je zwei Eekpunkte des ersten und des zweiten Systems als harmonisch 
getrennte Punktpaare enthalten, als die achtzehn von Schröter unter (h.) 
($ 2) aufgeführten Geraden projieirt werden. An anderer Stelle***) habe 
ich die analytischen Ausdrücke für die Eckpunkte, Ebenen und Geraden 
der durch diese beiden Tripel von Tetraedern bestimmten Raumfigur, welche 
die von den Herrn Th. Reyef) und A. Vietorff) untersuchte sogenannte 
harmonische Configuration (24,, 18,) darstellt, angegeben- [In der angeführ- 
ten Abhandlung”) sind die beiden eonjugirten desmischen Systeme durch 
die Tetraeder T,, T., T;; T,, T,, T,;, mit den bez. Eckpunkten &,—e;:: 
e5— 8, (Tabelle (2«.) in $ 2), die sechzehn Verbindungslinien je dreier Eck- 
punkte des ersten und ebenso des zweiten Systems durch die sechzehn 
Geraden f' und die sechzehn Geraden f (Tabelle (18.) in $6) und die 
achtzehn gemeinschaftlichen Kanten der sechs Tetraeder durch die achtzehn 
(Geraden e oder (i, k) (Tabelle de.) in $ 4 dargestellt. | 


*) Vel. z. B. E. Hess. Beiträge zur Theorie der mehrfach perspeetiven Dreiecke 
und Tetraeder. Math. Ann. Bd. 28, S. 240. Es sei gestattet, folgende Stelle aus einem 
von H. Schröter am 15. October 1891 an mich gerichteten Briefe hier anzuführen: „Ihre 
Bemerkung, dass die Configuration (12,, 16,)A durch eine Projection der Stephanosschen 
Raumfigur dreier desmischen Tetraeder hervorgeht, war mir neu und interessant und 
bestätigte gewissermassen die von mir instinetiv gewählte Bezeichnung dreier in des- 
mischer Lage befindlichen Vierecke in der Ebene“. 

**) „Sur les systemes desmiques de trois tetraedres“. Bullet. des science. math. 
2=e ser. T. III 1879. 


“=, E. Hess. Beiträge zur Theorie der räumlichen Configurationen. Nova acta LV 
N0o.2. Halle 1890. 
T) Th. Reye. Die Hexaeder- und die Oktaeder-Configurationen (12,, 16,). Acta 
Mathematica I, p. 97—108. 
Tr) A. Vietor. Die harmonische Configuration. Berichte über die Verhandlungen 
der naturforschenden Gesellsehaft zu Freiburg i./Br. VIIL, 2, 1884. 
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Die von Schröter in $ 5 seiner Abhandlung aufgeführten neun Kegel- 
schnitte (t.), welche von je zwei Seitenquadrupeln zweier Viereeke berührt 
werden, erscheinen alsdann als die Projeetionen der neun reellen von Herrn 
F, Klein”) so genannten Fundamentalflächen (und zwar entsprechen den neun 
von Schröter mit 1) bis 9) numerirten Kegelschnitten bezw. die neun in 
meiner Abhandlung**) durch F,., F-, Fi; Fı., F,. F;; F,, F,, F, bezeich- 
neten reellen Fundamentalflächen). Diese neun reellen Fundamentaltlächen 
sind identisch mit den von Herrn Th. Reye***”) betrachteten neun reellen 
Ordnungsflächen von Polarsystemen; die zehnte (von mir durch F, be- 
zeichnete) Fundamentalfläche ist imaginär und liefert durch Projeetion einen 
imaginären Kegelschnitt, in Beziehung auf welchen sich weitere wichtige 
Lagenverhältnisse für die ebene Figur ergeben. 

Auch die von Schröter in $ 8 abgeleiteten 24 Kegelschnitte werden 
als Projectionen der 24 reeilen (nicht geradlinigen) Ordnungsflächen von 
Polarsystemen erhalten, welche die Herren Th. Reye und A. Vietorf) be- 
trachtet haben; die Gleichungen dieser 24 Flächen zweiter Ordnung in 
tetraedrischen Coordinaten habe ich in der zuerst angeführten Abhandlung +F) 
aufgestellt. 

Aus dem Obigen ist auch sofort ersichtlich, dass die ebene von 
Herrn J. de Vries so genannte harmonische Configuration (24,, 18,), welche 
durch Vereinigung einer Configuration (12,, 16,)A mit. ihrer conjugirten 
resultirt, aus der räumlichen harmonischen Configuration (24,, 18,) durch 
Projeetion erhalten wird. 

Analytisch gestaltet sich die Darstellung und der Nachweis der 
sämmtlichen Lagenbeziehungen, insbesondere die Herleitung der Kigen- 
schaften der ebenen Configuration (12,, 16,)A durch Projeetion aus der 
räumlichen äusserst übersichtlich und einfach; doch soll hierauf jetzt nicht 
näher eingegangen werden. 

2. Was sodann die zweite Configuration (12,,16,)B anlangt, so 
lässt sich dieselbe »öcht aus einer entsprechenden Raumfigur dreier 'Tetraeder 
durch Projeetion erhalten. Denn es ist bekanntlich, wie ich auch anf 


*) F. Klein, Math. Ann. II, S. 208 unter 9. 
**) 4.2.0. in $5 unter (15.). 
***) a.a. 0. unter 16. 

T) 2.2.0. 
TT) Math. Ann. Bd. 28 8. 247—249. 
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analytischem Wege zeigte*), unmöglich, dass zwei Tetraeder mit den Eck- 
punkten b,b,b,b,, c,c,c;c, nach folgenden beiden Anordnungen: 


b,b,b,b, b,b,b,b, 


bGh GG, 


zugleich perspeetiv liegen, ohne dass die vier Eckpunkte des zweiten 
Teetraeders sämmtlich mit einander und mit dem Perspectivitätscentrum zu- 
sammenfallen. Auch ergiebt sich, dass, wenn man von vornherein die 
vier Eckpunkte der beiden Tetraeder als in je einer Ebene liegend vor- 
aussetzt, es nicht möglich ist, für zwei ebene Vierecke und ein Tetraeder 
oder für drei ebene Vierecke im Raume eine der Gruppirung (k'.) in der 
Ebene (Seite 303 der Abhandlung von Schröter) analoge Anordnung der 
Eekpunkte zu bewirken. 

Beiläufig sei bemerkt, dass zwei ebene Vierecke im Raume über- 
haupt nur höchstens auf zwei Arten, z. B. den beiden Anordnungen: 


b,b,b;b, b,b,b;b, 


u Huch 


entsprechend perspeetiv liegen können. Es können also auch drei ebene 
Vierecke im Raume nicht der bei der Configuration (12,, 16,)A oder bei 
einem desmischen Systeme dreier Tetraeder stattfindenden Anordnung der 
Eekpunkte entsprechend vierfach perspeetiv liegen. 

Dagegen lässt sich auch analytisch sehr einfach für den ganz spe- 
ciellen Fall, dass alle zwölf Eckpunkte in einer und derselben Ebene 
liegen, die von Schröter durch synthetische Betrachtungen abgeleitete Con- 
figuration (12,, 16,)B erhalten. 

3. Die Bemerkung von Schröter (am Schlusse des $ 11 seiner Abhand- 
lung), dass die beiden Configurationen (12,, 16,)A und B zufolge der An- 
ordnungen (k.) und (k'.) zwölf Configurationsgerade gemein haben, während 
die vier übrigen verschieden sind, bezieht sich offenbar darauf, dass bei 
gleicher Bezeichnung der Eckpunkte der beiden Configurationen durch die 
Buchstaben a, b,, ; @=1,2,3,4) zwölf Configurationsgerade der beiden 
Configurationen durch je drei gleich bezeichnete Punkte bestimmt sind. Wenn 


*) Math. Ann. Bd. 25 S. 224 unter 4); hier ist die analoge Betrachtung für die 
Seitenflächen der beiden Tetraeder angestellt. 
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man aber die erste Configuration (12,, 16,)A als gegeben annimmt und 
mit Benutzung der von Schröter in $ 12 gegebenen Construction die zweite 
Configuration unter Berücksichtigung der perspeetiven Lage der beiden 
Dreiecke: 


Bi 
(  ( 
a 


herleitet, so ergiebt sich, dass beide Configurationen die acht Punkte: 


. (I; (; 
bb bb, 
C 1 ( > ( 3 


gemein haben, während die vier übrigen a,a,b;c, und a,mb;c, verschiedene 
Punkte sind. Stellt man dann das System ‘der 16 Configurationsgeraden 
für beide Configurationen nach den von Schröter gegebenen Anordnungen 
(k.) und (k.') in folgender Weise dar, wobei die Bezeichnung der Geraden 


durch römische Ziffern auch genau der von Herrn J. de Vries in 








seiner 
Abhandlung*) angewendeten entspricht: 
l Il Il IV [ IT II! IV 
u VI VI VIU V' VI! VIf VI 
KR > ge \ au Au IX X XI XIV 
XHI XIV XV XVl, xuT XIV XV XVlI, 
so findet man, dass folgende elf Gerade beider Configurationen eoineidiren: 
= V Il=1IIl 
V=J vVr’=VI 
IX = IX ul äloX U=-XU 
au = Al AV = AV AV=AV 


dass also bez. die fünf Configurationsgeraden I, IV, VI, 
IEEe, WC; VERR, AVE einander 
hierzu den von Herrn J. de Vries**) ausgesprochenen Satz, nach welchem 
jede der beiden Configurationen unzweideutig durch ein vollständiges Vier- 


VII, XVI und 


von Man vergleiche 


verschieden sind. 


*) „Ueber gewisse ebene Configurationen“. Acta Mathem. 12, 1. S. 64 
*) a.a.0. S. 68 unter 2 


Journal für Mathematik Bd. CXI. Heft 1. c 
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seit und ein Dreieck bestimmt ist, dessen Seiten für die erste bezw. zweite 
Configuration mit drei allineirten bezw. nicht allineirten Eeken des Vier- 


seits incident sind.). 


Wenn man dann ferner aus der gegebenen Configuration (12,, 16;) A 
analog unter Berücksichtigung der perspeetiven Lage der beiden Dreiecks- 
paare: 
. 6 6 a & 
ee PN 
b, ' 
zwei weitere Configurationen (12,, 16,)B herleitet, so resultirt eine ebene 
Figur, welche mannigfache bemerkenswerthe Lagenbeziehungen darbietet. ; 
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‘ T b . - . Y x ca - 
i Ueber ein gewisses System linearer homogener 
j Y . 
i Gleichungen. 
E (Von Herrn L. Heffter in Giessen.) 
Bei dem System von linearen homogenen Gleichungen 
ki 
(1.) SL 0,4%, — ), ( Zu ) 
Kl 
worin ausser a, noch 
Ua m Os: a a, Y TUN A yu zn d,, P- A, i v. 
alle andern a,, aber von Null verschieden und o, f, y, .... u, v der Reihe 


nach irgend welche der Zahlen 2, 3, ..., »—1 sind, sollen die noth- 
wendigen und hinreichenden Bedingungen dafür ermittelt werden, dass das 
System zu befriedigen ist, indem speciell x, willkürlich bleibt, also nicht noth- 
wendig gleich Null gesetzt werden muss. 


Die Beantwortung dieser Frage ist besonders deshalb wichtig, weil 





damit gleichzeitig in der "Theorie der linearen homogenen Differentialglei- 


i chungen das Problem, ob zu einer beliebigen Wurzel der zu einer Stelle der 
F Bestimmtheit*) gehörigen determinirenden Gleichung wenigstens ein von Loga- 
{ rithmen freies Integral gehört oder nicht”*), vollständig gelöst wird. 

: Wir führen zunächst eine Reihe von Bezeichnungen ein. 


*) Verel. Fuchs, Sitzungsbericht der Kegel. Preussischen Akademie der Wissenschaften 
zu Berlin, 11. März 1856. 8. 281. 

*") Die hier gewählte Fragestellung, welche von der sonst üblichen „ob eine ganz; 
Integralgruppe von Logarithmen frei sei* (Vergl. z. B. Fuchs, dieses Journal Bd. 68 
S. 376.) wesentlich verschieden ist, diese aber natürlich mitumfasst, habe ich aue| 
meiner Habilitationsschrift („Zur Theorie der linearen homogenen Differentialgleichungen*“. 
Leipzig 1888.) zum Ausgangspunkt genommen und dort bereits eine stets nothwendige 
und eine Gruppe stets hinreichender Bedingungen abgeleitet. Die weitere Ausnützung 
des jetzt gewonnenen allgemeinen Resultats für die Vereinfachung der ganzen Integral- 
gruppe werde ich an anderer Stelle ausführlich darlegen. 
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Das Gleichungssystem (1.) werde mit 
S,. oder kurz S, 
seine Determinante mit 
D,, oder kurz D 
bezeichnet; allgemein sei 
S., und D 
das System (bezw. die Determinante), welches aus S,, (bezw. aus D,,) 
entsteht. wenn 1 durch eo, » durch o ersetzt wird und dabei o irgend eine 


00 
s 


der Zahlen 1, «, ß, ..., v; o irgend eine der Zahlen «, ß, ..., v, n, die 
srösser als o, bedeutet. — Für die linken Seiten der einzelnen Gleichungen 
von S werden noch die kurzen Bezeichnungen eingeführt 
kai 
(2.) Z2 = g er... 


—— 
Da in D und allen ihren Unterdeterminanten jede Zeile durch den ersten, 
jede Colonne durch den zweiten Index charakterisirt ist, sprechen wir ein- 
fach von „Zeile @* und „Colonne 4“ der betreffenden Determinante. Dann 
bezeichnen wir die aus D,, durch Weglassung von Zeile und Colonne $ 
(falls diese darin vorkommen) entstehende Determinante mit 


D 


die aus D,, durch Weglassung der beiden Zeilen und Colonnen 
entstehende Determinante mit 


0(2)0 > 


und 7 


Un 


Dans U. 8. W. 


Endlich setzen wir noch die nach Voraussetzung von Null verschiedenen 
Produete 





(d,,.(3; eu up ı — Au 
(3.) Gur1,a+1du42,0+2 + + + OAa-ı3-1 7 Aaps 
we, 

G,,17+1-0, +2,43 + ++, -ıin—ı 7 A, 


Sollte dabei eine oder mehrere der Differenzen @—1l, —e, ..., n—rv gleich 

der Einheit sein, so treten die entsprechenden Grössen A gar nicht auf; 

wir wollen aber die Bezeichnung auch für diesen Fall beibehalten und 
A,e1 


00 
setzen, wenn 0, o zwei auf einander folgende der Zahlen 1, «, P,....,», n 
sind und o-—o=1 ist. Alsdann haben die folgenden Grössen 
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A. = Aus 
A, = Au-Asss 
(4.) a. wi, 
ei 


in allen Fällen eine wohldefinirte Bedeutung und sind von Null verschieden. 
Das vorgelegte Gleichungssystem $ ist nun derart, dass die Gleichungen 


I, ed, .., Bed, KV 4 Bit, Bl, 0) 


nur die von ihnen neu eingeführte Unbekannte, deren Coeffieient von Null 
verschieden ist, durch z,, &,, 2;, -.., z, linear und homogen ausdrücken, 
über x, also nichts aussagen. Wir streben deshalb zunächst danach, das 
System S durch ein anderes System zu ersetzen, welches nur noch die 
Unbekannten z&,, &,, -.., z, enthält. 
Zu dem Ende seien 
a Mae en ce 


2 


die Adjuneten der Elemente der ersten Colonne in D,, 
insbesondere 


so dass also 


= +A, 
ist. Dann hat man die Identität 
d,g:- d,9 +" +d, -19a-1 
+d,119a+1 + 4.1290. 4°" +d:_195-, 
(9) +: . . . . . . . . 


+4,19, +4,,29424°+d.-19-ı+d,9. 





.. LT, D caB..,m t&.Aıa D Grm tr As Din... I T, 1,,D, 
welche lehrt, dass nicht nur die Gleichung 
(21 Dias... t+2aÄraDac...vat LT, A,D,, = UV 


(6.) 
2 | ’ 
oder kurz g, = 0 

eine Folge des Systems S, sondern, da d, von Null verschieden, auch um- 
gekehrt die Gleichung g,=0 eine Folge des Systems ist, welches aus S 
entsteht, wenn darin g,=(0 durch g, = ersetzt wird. 

Ebenso kann man in dem Theilsystem S,,, und mithin auch in dem 
ganzen System S,, oder S, die Gleichung g, = 0 ersetzen dureh die Gleichung 


D. = 0 


l lu im 


(7 \ | &, Dia...u» tEaAre Da Ferch) era I 2,„A 
\.) | 
| oder kurz 9, = Q), 
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u. s. w.; endlich in dem System S,, die Gleichung g,=0 durch 

| £,D,. = 0 

| oder = d. 

Handelt es sich also nur darum, ob das System S die Unbekannte x, will- 
kürlich lässt, nicht um die Ausrechnung der Werthe aller x, so kann das 
System S ersetzt werden”) durch das System der Gleichungen g’ = 0, welches 
wir kurz mit S’ bezeichnen wollen: 

DD =, 

0 = 2D.5+%.Aı.-Des; 


(8) 





(9) 
0 = 2 Dica...u»t 8a Ära Das...um tt Au Duos 
"= %, Dia... ta Ara Das... tt Au Dom + %, Av Don 
Hieraus folgt, dass die Gleichung 
(10.) D. = 0 


eine stets nothwendige Bedingung, und die Gleichungen 


(11) DU Du) :: 4 Da. U, Du. =0 
eine Gruppe stets hinreichender Bedingungen dafür bilden, dass x, willkür- 
lich bleibt. 

Die Gleichung (10.) wollen wir deshalb fortan als erfüllt voraus- 
setzen. Dann hat man aber in S’ ein Gleichungssystem von ähnlicher Form 
wie S und, wenn D,„=0, sogar ein völlig analoges. Ist aber D,, von 
Null verschieden, so kann man die letzte Gleichung, 


' 


g, = ), 
einfach fortlassen, weil sie über x, nichts aussagt. Dieselbe Betrachtung 
knüpft sich dann an g,=0, u. 8. w., so dass also S’ stets ein dem System S 
völlie analog gebautes System liefert. 
Sind insbesondere alle Determinanten 
U Te 
von Null verschieden, so redueirt sich in dieser Weise S’ auf die erste 


Gleichung 
&D:. en 0, 


*) Den hier gegebenen Beweis für die Ersetzbarkeit des Systems S durch S’ auf 


Grund der Identität (D.) verdanke ich einer mir von Herrn Pasch freundlichst mit- 
vetheilten Bemerkung. 
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ME u 
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= I a a an in ud ua en en ne u 





EEE RE TRETEN 








st ee ei ie N LIE ER 
. Me dir jan ga in ai 1 5) 5 ER a ea a ae ne Aid 
3 re AN RER 3 LH E a 


Heffter, über ein gewisses System linearer homogener Gleichungen 63 


und die eine stets nothwendige Bedingung ist in diesem Fall allein zugleich 
hinreichend. 

Anderenfalls ersetzt man S’ — genau wie vorher S durch 8 
durch ein neues System S”, welches wieder eine stets nothwendige Be- 
dingung liefert u. s. w., bis man zu einem System S"’ gekommen ist, 
welches nur eine einzige nothwendige und — für dieses System S"’ — zu- 
gleich hinreichende Bedingung ergiebt. Die Gesammtheit der so erhaltenen 
Gleichungen D,.= (0 und der folgenden stellt also die nothwendigen und hin- 
reichenden Bedingungen dafür dar, dass x, auf Grund des Systems S willkür- 
lich bleibt. 

Das System SC) wird aber nach einer endlichen Anzahl (m) von 
Operationen erreicht, weil bei jedem Schritt von einem System S' zu SU" 
die Zahl der Gleichungen des Systems sich mindestens um die Einheit 
erniedrigt. 
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Ueber ein specielles Problem der Transformation 
der Thetafunctionen. 


(Von Herrn Adolf Krazer in Strassburg i. E.) 


19 
ri 
(Tegeben sei eine Function >|? \(w). definirt durch eine p-fach un- 
endliche Reihe vermittelst der Gleichung**): 


r ee Auu(m,+gu)(mu+9gu)+ 23 (m.+9,)(uu+huni) 
s/w). = FE, er’ | 


die Parameter a,,= a,, (u,w@=1,2,...,p) sollen dabei nur der für die 
absolute Convergenz der Reihe nothwendigen und hinreichenden Bedingung, 


dass für reelle x der reelle Theil von Fa, .z,x, eine negative Form 
u u’ ; - 


sei, ünterworfen sein; %, ..., a, sollen unabhängige complexe Veränder- 


liche, 915 ». +, 95 Rs ».., A, beliebige reelle Uonstanten bezeichnen. Ge- 
geben seien ferner 4p’ rationale***) Grössen a,,, D,,, (u; du, (u„r=1, 
2,...,p), welche die p(2p—1) Bedingungen: 


- (dt, u) . 0, =(b,, d,,— DD) An 0, 


ps 


(Tı.) , wen uw=u, meld... P) 
x n 2 Pr 1 J 
= (Or Den Con b,,.) DIE 0 





‚ wen uzu, 


") Vgl. A. Krazer und F. Prym, Neue Grundlagen einer Theorie der allgemeinen 
Thetafunetionen. . Kurz zusammengefasst und herausgegeben von A. Krazer. Leipzig, 
Teubner. 


**) Im Nachstehenden ist allenthalben statt N. N. N.... zur Abkürzung 
u=]l u] e—=1 
nur =. a, = . gesetzt. 
[2 11 € 


“) Die Grössen a, b, c, d wurden bis jetzt stets als ganze Zahlen vorausgesetzt; 
die erosse Bedeutung, welche die von Herrn Prym gelegentlich unserer gemeinsamen 
Untersuchungen im Frühjahr 1555 eingeführte Erweiterung des Transformationsbegrifts 
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oder die damit äquivalenten: 


D, (6, 2 —(), 


y Son y/r 
(A, Du, — 0, € b„.) "er V, —\ue 


(T..) ® . t, wenn w —m U, (u. 4 
> (A; Ds E Cure) . 





0, wenn wu, 


in denen ? eine positive Zahl bezeichnet, erfüllen. Man setze dann: 


(1.) A, — a,,7iH- =D,,a,.; 
(u f ) 
(2.) B — ‚„ni+ SD,, A ux b) 


P4 


bezeichne die Determinante >+A,A....A,, der p’ Grössen A,, mit 4,, 


PP TE) 
die Adjuncete von A,, in dieser Determinante mit A,, und definire p neue 
Variablen e und 4p(p-+1) neue Parameter 5b implieite durch die Gleichungen: 


1 
IN zen RG a 
(3.) u Sa Hi zZ Bi; L v» 
, ) 
( p) 
| 
(4.) B,. = a me 98 
N 


oder auch explieite durch die damit äquivalenten: 


ui 
-_\ . 
(9.) ? le 2 A 7, U a 
I; 7 
(3 1 
ri 
z BER nn |, > 
(6.) u, = > ZA, Dr 


Unter Beachtung des Umstandes, dass die Grössen b als Parameter einer 
absolut convergenten 'T'hetareihe betrachtet werden können, lässt sich dann 


. a . y . ( / \ . . 
als 'Transformationsproblem für die Function 9 |@). die Aufgabe be- 


k 2 n ! 4 4 E \ u... 
zeichnen, die Function s|? KW). durch Funetionen 39, |) Auszu- 
\®e. 
drücken. 
Das so gestellte Problem ist vollständig bestimmt, sobald die 4p 


rationalen Zahlen a, b, c, d gegeben sind. Man denke sich dieselben in 
ein quadratisches Schema von der Form: 


durch Zulassung gebrochener Zahlen an Stelle der a. b, c, d für die Behandlung der 
Transformationstheorie hat, ist aus unserer soeben eitirten Abhandlung zu ersehen. 
Journal für Mathematik Bd. CXI. Heft 1. Y 
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On: dc 


1p 


a ER re 


Ci; os Ci» d,; ... dD 


7 PP 


T = 


„|d dD 


pl ...» pp pl u rn pp 
gebracht. Dieses System von 4p’ Zahlen soll dann die Charakteristik der 


C 








Transformation genannt und, wenn kein Missverständniss zu befürchten ist, 
abgekürzt mit: 
la,, = 
T = 
d 


bezeichnet werden. Es soll auch gestattet sein, die zu der Charakteristik 


* 
ur uv 


T gehörige Transformation kurz als die Transformation T zu bezeichnen. 
Ist das gestellte 'Transformationsproblem für irgend zwei speecielle 
Charakteristiken: 
RER IA, b,, | . . R; 
gg Re: 
C D,. Cr D,, 


gelöst, so kann man aus diesen Lösungen immer die Lösung desselben 
Problems für die Charakteristik: 

Ar | Du, 

Cr iD 


ableiten. deren Elemente sich aus den Elementen von T und T' zusammen- 


m. 


setzen mit Hülfe der Gleichungen: 

(U, u P (A, 0 + Cor b .) b,., = P2 (b,, er + Dr R) 
BR] wi Re ‚ Lu 2 u. R : ! 
[„„, = Ss IM Cvo + ELBi;‘ B;, eig P) (b,, (vo +0 ,d,.)- 
£ ı) ’ - 2 gi 0 } sb 5 * 


Die Charakteristik 7T’ soll die aus den Charakteristiken T und T' zu- 


re, 


sammengesetzte Charakteristik genannt werden, und es soll die Beziehung 
zwischen den drei Charakteristiken T, T’, T’ symbolisch durch TT’=T’ 
fixirt werden. Dass man in derselben Weise aus mehreren Charakteristiken 
TV, T®, ...,. T”, nachdem man dieselben in eine bestimmte Reihenfolge 
gebracht hat, durch Zusammensetzung eine neue Charakteristik T'’ T”...T 
erzeugen kann, leuchtet unmittelbar ein, und das vorher ausgesprochene 


Resultat lässt sich entsprechend dahin verallgemeinern, dass man aus den 
Lösungen der den Charakteristiken 7, T”, ..., T“’ entsprechenden Trans- 
formationsprobleme immer die Lösung des der zusammengesetzten Charak- 
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teristik 7 T...T”” entsprechenden Transformationsproblems erhalten kann: 
es soll daher auch die auf diese Weise entstandene, der zusammengesetzten 
Charakteristik T'T”...T“ entsprechende Transformation aus den Trans- 
formationen T’, T”, ..., T” zusammengesetzt genannt werden. 

Dieses Prineip der Zusammensetzung einer Transformation T aus 
mehreren ist für die Transformationstheorie als ein fundamentales anzusehen. 
Durch passende Anwendung desselben kann man nämlich die Lösung eines 
jeden beliebigen 'Transformationsproblems redueiren auf die Lösung einer 
geringen Anzahl einfacher Trransformationsprobleme, welche mittelst direeter 
Methoden behandelt werden können. 

Auf diese Weise ist in der im Eingange eitirten Abhandlung das 
allgemeine 'T'ransformationsproblem von den Verfassern gelöst worden, und 
es ergiebt sich aus dieser Lösung durch passende Verfügung über die darin 


vorkommenden, nur den Bedingungen (T,.), (T..) unterworfenen Zahlen 
Aus Diss Cars Du, die Lösung eines jeden speciellen Transformationsproblems. 

In zahlreichen Fällen, und so auch für die im Folgenden vorgelegte 
specielle Transformation, ist es aber vorzuziehen, die entsprechende "T’heta- 
formel, anstatt sie aus der allgemeinen Transtormationsformel abzuleiten, 
direet aus den entsprechenden elementaren Transformationsformeln zusammen- 
zusetzen. 


2. 
Es sei gegeben die Charakteristik: 

1 Vi O () 
0 1 id u 

= +- 2 
eı 1} 1 () 

n n 
ee a 

n n 








bei der » eine positive ganze Zahl, die e ganze Zahlen bezeichnen und für 
u,v=1,2,...,p e,= e,. Ist; durch dieselbe wird, da für sie die Zahl / den 
Werth Eins besitzt, eine lineare Transformation bestimmt. Dieselbe lässt sich *) 
aus elementaren linearen Transformationen zusammensetzen in der Form: 


*) Vgl. a.a. ©. II. Theil, 5. Abschnitt. 


























4 
68 Krazer, ein specielles Problem der Transformation der Thetafunctionen. “ 
| | 3 
s BE ZA. ud NEE Zu A 0 ma a a F 
i 3 
0 — 0 01 0 10 0 110 n 0 0 3 
[} 

« —_ — 
\ 1 ’ ze 
Do DIE... te el ne ne. er 4: 
n #: 
Ba DIR a a 1 EEE 1 
n ; 
und um die zu der Transformation T gehörige T'hetaformel zu erhalten, hat man 
zunächst die drei Thetaformeln, welche den drei auf der rechten Seite der letzten ! 
Gleichung stehenden elementaren Transformationen entsprechen, aufzustellen. ; 
Es entspricht nun der durch die Charakteristik: . 


Au y' RB (0 


n 


n 


BT, ie 





T\ 


Du 








bestimmten elementaren Transformation die T'hetaformel*): 


9+0 
/ \ 01, n—1 | 
2 | j [7 un un n (1) 
(\t., I’ Him)) = Be; 3 oe.) , 
h (( ))a 9. @p L nh (( )),o) 
bei der: 
u = NnU,, bi, u nd,,, u de du DT. 


1st. 
Der dureh die Charakteristik: 
nn m, 


er 
1 ur 


er ae DE 


Be Vs: 8 








*) Vgl. a.a. ©. Il. Theil, 2. Abschnitt, Formel (I,). 
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bestimmten elementaren "Transformation entspricht ferner die Formel *): 


. . (1) _{l) . . (1) . 
PR Ne uu' Yu Qu’ MU — EM un zu 


’ g") Ä g mi 
(2.) Ken naS 3 PA 0 ),a) € 


bei der: 


- , h\ 2 h\ 4 1 ne,, zs ne, „ger 


» ’ 


3 1 j. ] ” . 
oe) =r, 6), = bi), +ne,,. ni 


ist. 
Der durch die Charakteristik: 


Ba A 7, 


u: 0. ww 
T® 
() () (0) 
n 
] 








) a 
. n | 


bestimmten elementaren Transformation entspricht endlich die Formel**): 


ng“ | 
—2 gu 0„Mi 


. . 9) yy 0, ui h)+o ‚ -— 
3) EN 9 (ode 


En em 
bei der: 
&- by, 
"u se 
ist, 

Bei jeder der aufgestellten drei Formeln ist die auf der linken Seite 
stehende T'hetafunction zunächst als eine beliebige anzusehen; für die be- 
absichtigte Zusammensetzung aber hat man in der Formel (2.) für jedes v 
von 1 bis p gV’ = —(g,+8,), h‘’ = nh, zu setzen und zugleich die in dieser 
Formel vorkommenden Grössen ©, 5 als nicht verschieden von den auf 
der rechten Seite der Formel (1.) stehenden Grössen oe", 5“ zu betrachten, 
und hat weiter die in der Formel (3.) vorkommenden Grössen 9, 4”, 0, b" 
als nicht verschieden von den auf der rechten Seite der Formel (2.) stehen- 


*) vergl. a. a. O. II. Theil, 3. Abschnitt. Formel (11.). 
**) vergl. a. a. O. II. Theil, 2. Abschnitt, Formel (1;). 
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den Grössen g', h'”, 0”, b®’ anzusehen; es wird dann die auf der linken 
Seite der Gleichung (2.) stehende T'hetafunetion mit dem allgemeinen Gliede 
der auf der rechten Seite der Formel (1.) stehenden Summe identisch, die 
auf der linken Seite der Gleichung (3.) vorkommende Thetafunetion aber 
mit der auf der rechten Seite der Gleichung (2.) stehenden. 

Nachdem dies geschehen, kann man die drei Formeln zu einer ein- 
zigen zusammensetzen, indem man in der Gleichung (1.) nach vorhergegan- 
gener Multiplication derselben mit »” die auf der rechten Seite hinter dem 
Summenzeichen stehende T'hetafunetion durch den aus der Gleichung (2.) 
dafür sich ergebenden Ausdruck ersetzt, nachdem man zuvor in dieser Glei- 
chung an Stelle der auf ihrer rechten Seite stehenden T'hetafunetion den 
aus der Gleichung (3.) dafür sich ergebenden Ausdruck eingeführt hat. 
Man erhält dann die zu der vorgelegten linearen Transformation T gehörige 
T'hetaformel zunächst in der Gestalt: 


„9 |,@). 


: Ä 74-70 
PP: euur(gu nz 9u)(Iur +Qu)mi ug: < Euulgu n: Q,)Mi— 2 (Gu % Ou)I ri p) - 
y PR u u! u nu I hM)+o 


) 0) 4 n 
wobei: 


h? = nh,+3ne,— Se, (gut 0,); 


| eyy! . 
b,, = 4,,.+ ui 


aa ; n 

Ist. 
Der gewonnenen Formel soll jetzt eine einfachere Gestalt gegeben 
werden. Zu dem Ende führe man auf der rechten Seite der Formel an 
Stelle der Summationsbuchstaben o neue Summationsbuchstaben o ein, in- 


dem man für jedes » von 1 bis p: 


setzt, wobei 7, eine ganze Zahl bezeichnet, über die sogleich verfügt werden 
soll. Bei der Ausführung der Summation nach o, wird dann o, ein und 
nur ein Mal einer jeden der Zahlen 0, 1, ...., a—1l congruent nach dem 
Modul », und da sich das allgemeine Glied der Summe nicht ändert, wenn 
man die Zahl o, durch irgend eine ihr nach dem Modul » congruente, 
speciell also dureh ihren kleinsten positiven Rest nach dem Modul » ersetzt, 


((u 
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E so kann die Summation nach den Grössen o auch in der Weise auseeführt 
2 werden, dass jede der p Grössen o unabhängig von den übrigen die Reihe 
> r .. ’ N z 

9 der Zahlen 0, 1,...., »—1 durchläuft. Setzt man jetzt: 

= so wird: 

; wobei: 
; h, = nh,+1Ine,,— Z&e,,g, ( p) 
i ist. Schafft man dann die in der Charakteristik der T'hetafunetion vor- 
H kommenden ganzen Zahlen o mit Hülfe der Formel: 
9+0 Ki 
31 w+o IK), = 91 "+5 KW) 
4 n 5 n 
aus der Charakteristik heraus und beachtet, dass wegen e,. = Cu‘ 
3 <= 2 e,u(gut0,)(gu 1 0.) 3 S2e,u(guIar tu, 222 e,uQu0u 
b u u! ET Pr u u! 


ist, so erhält man, wenn man noch bei den Summationsbuchstaben o die 
s Punkte unterdrückt, die der Transformation T entsprechende T'hetaformel 
in der Gestalt: 


ni) r | ((w)). 


») 


i Z e : J 
. v ® y , uf | \ “ 
1.0108... SF euur(gugur— O ud ur )AI- Deuu(guto,)mi— Sg. 1 0 ,)O „ur 
y y' n uur u N u y h 77 f 
Pa — 2 ‘ (m 
0 0) er N 


und, wenn man schliesslich noch die von den Summationsbuchstaben o, © 
freien 'T'heile der Exponentialgrösse vor beide Summenzeichen stellt, die 


an erster Stelle stehende auf die Grössen o bezügliche Summation über 
{ die an zweiter Stelle stehende auf die Grössen o bezügliche Summation 
; hinüberschiebt und zur Abkürzung: 
i | 2 
E Vlum-ı — EN euu 040 u Ui — — (0 u +3 ne,u)ou Mi 
2 r ’ e mes n Er Es N / n “ - > 
3 G|o, EHER 0, = Po e | 
E Om: Qp 
% setzt, in der Gestalt: 
g NN 
p 1: f 
n [9] ((w)). 
... u g 
| ZZ euugugui— Zeuuguriiı.n-ı — — 39,0 ,n8 fh 
4 kahl e" u m! u x G[o . > N u y h +0 (( \ 
Om @y 
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wobei: 
ww uh, + yne,,— 2 &,,1Qy" 
(,v=1,2,. p) 
eyy! . 
u et u 
N 
1St. 


Die soeben eingeführte, von den ganzen Zahlen o,, .... o, abhängige 


Summe: 
Bü 
0,1,.,0—-1 wor TEE eu no Mi — n 5(0, + NE uu)Ou a 
Goa... re en i 
p 
für die im Folgenden auch das kürzere Zeichen @[o] angewandt wird, soll 
jetzt näher untersucht werden. 

Was zunächst das allgemeine Glied dieser Summe betrifft, so ändert 
dasselbe, als Funetion der ganzen Zahlen o,, ..., e, betrachtet, seinen Werth 
nicht, wenn man diese Grössen oe um beliebige ganze Vielfache von » ändert, 
also für «=1, 2,...., p, indem man unter E, irgend eine ganze Zahl ver- 
steht, oe, in o,+no, übergehen lässt. Um dies einzusehen, hat man nur 
nachzuweisen, dass der Zuwachs: 


i ’e ‚(Q Out 0,0 u + n0,0 )m—23(0,+1ne,,)o,ri 
=< um! 2 € ! | uQur) ol u ») . b) 
o 2 


NUNM un u HU/Su 
u! 


welchen der Kaponii des allgemeinen Gliedes der obigen Summe durch 
die angegebene Aenderung der Grössen e erlangt, ein ganzes Vielfaches 
von 2nö ist. Dieser Zuwachs unterscheidet sich aber in Folge der Be- 


ziehungen e,„ = e,,. von der Grösse: 
FE > \a 
RS Eu Qu: UNE Qu ar Ze Aut 1) 


nur um ein ganzes V ielfaches von 2ri und stellt daher selbst ein ganzes 
Vielfaches von 2i dar, da ge, (e,+1) stets gerade ist. Damit ist aber die 
obige Behauptung bewiesen. 

In Folge des soeben Bewiesenen, wonach das allgemeine Glied der 
Summe G[o] seinen Werth nicht ändert, wenn man darin die Grössen 
O1 ..., 0, um ganze Vielfache von » ändert, erleidet diese Summe selbst 
nur eine Umstellung ihrer Glieder und folglich keine Aenderung ihres 
Werthes, wenn man im allgemeinen Gliede derselben die Grössen og um 
irgend welche ganze Zahlen ändert. Es besteht daher für je p ganze Zahlen 


&1, +++, @, die Gleichung: 
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-9 
id 
) - 2 
p, : \ f . > . N f ' } 
Vlmn—l 7° „== Evu\Our Qu) (Qu' +0) I D (0, ı9 3 Ne uu) Qu tr Qu) 
G[9,...0,] = 5 e nu u 
Pu @p 
PER — IS euurPu Pu’ m — 2 (0, y 3 NE uu)Ou ws 
=® N u u! N u 
a & 
2 2 
V1,.,n—1 =. 22 euuQu Du m— - P; (0, ug Fe ,u)Ou mu — >» pp eur Qu Pur ai 
\ x N vu u' s nu ng 
Ber Me | | 
Dis. 0 


‚pP 
Unterwirft man nun die p auf der rechten Seite dieser Gleichung vorkom- 


menden noch unbestimmten ganzen Zahlen og den p Bedingungen: 


N 


(C.) Se... = 0 (mod.n), wei 


- uUu'ySu p) 
u ' 


so redueirt sieh die auf der rechten Seite dieser Gleiehune in der letzten 


ie) 


Zeile stehende Summe auf die ursprüngliche Summe @G[o], und man hat 


daher für je p ganze Zahlen ge, welche den Congruenzen (C.) 


genügen. 
die Gleichung: 


4 ») 
ie 2 eu. 0ulu M— ze, t- J Neuu) Ou ru 
(G n u u’ P n 41 i Gi ” u 
7[0,...0,| = e | 1|0,...0,|. 


Aus dieser Gleichung ergiebt sich, dass G@[o] immer verschwindet, wenn 
die auf der rechten Seite der Gleichung stehende Exponentialgrösse auch 
nur für eine Lösung 9@,, ..., @, des Congruenzensystems (Ü.) einen von 
Eins verschiedenen Werth hat. Bezeichnet man daher die, immer von Null 
verschiedene, Anzahl der Normallösungen*) dieses Congruenzensystems mit 


s und die s Lösungen selbst mit oe”, .... eo’ G=1,2,...,s) 


nn so muss ein 
Zahlensystem o,, ..., o,, für welches @[o] nicht verschwindet, nothwendig 
eine Lösung des Gleichungensystems: 
1 - 1m, 2 
OR I e,u0) og) ni— > (0,+ Ine„.)Jo) mi 
(E.) e N u uw ie N u n ak 1 
sein. 
Ss zunächst bewiesen werden, dass jedenfalls ein Zahlensvste 
Es soll zunächst bewiesen werden, d lenfalls ein Zahlensystem 
O1... 0, existirt, für welches @[o] nieht verschwindet. Zu dem Ende 
*) Normallösungen werden bei einem auf die positive ganze Zahl M als Modul sich 
beziehenden Systeme linearer Congruenzen diejenigen genannt, welche ausschliesslich von 
Zahlen aus der Reihe 0, 1, 2,..., M—1 gebildet sind. 
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lasse man in der die Grösse G@[o] definirenden Gleichung an Stelle des 
Systems der p Grössen 9,, ..., 0, der keihe nach die »” Variationen der 
Klemente 0, 1, ...., a—1l zur pten Klasse mit Wiederholung treten und 
addire die »” so entstandenen Gleichungen. Man erhält dann zunächst die 


Gleichung: 


0,1, a—1 
3 G[0....0,] 
On Op 
-) 
u SZ euwQuQw— ZeuuQunt _% ze vr To 20,0, 
x n u a’ u , > n . 
v .— e 4 e . 

% PR OÖ . Op 


Die im allgemeinen Gliede der rechten Seite dieser Gleichung vorkommende, 
in besondere Klammern eingeschlossene Summe hat nur dann einen von 
Null verschiedenen Werth, und zwar den Werth »”’, wenn die in ihr vor- 
kommenden Zahlen @,, .. ., g, sämmtlich den Werth Null besitzen; in Folge 
dessen fallen in der die rechte Seite der letzten Gleichung bildenden Sumnie 
alle Glieder weg bis auf das eine, für welches die sämmtlichen p Grössen 
o den Werth Null haben, und man erhält: 


V,1,..n—1 


2 Wdu..a] = #*. 
[0] 


One Op 


Diese Gleichung könnte aber nicht bestehen, wenn alle Grössen @[o] den 
Werth Null besässen, und es existirt daher wenigstens ein Zahlensystem 
Öyy 2, O,, für welches @[o] nicht verschwindet. 

Mit Rücksicht auf das soeben Bewiesene soll im Folgenden unter 


O 0 


0, ..., 0, ein Zahlensystem verstanden werden, für welches @[o] nieht 
verschwindet. Dieses Zahlensystem ist dann nach Früherem eine Lösung 
des Gleichungensystems (E.), und es kann nun mit Hülfe dieser einen stets 
existirenden Lösung des Gleiehungensystems (E.) die allgemeinste Lösung 
desselben hergestellt werden. Zu dem Ende nehme man an, dass ausser 


0 0 


dem Zahlensysteme 9,, ..., 0, noch ein zweites Zahlensystem o,, ..., 0, 

existire, welches die sämmtlichen Gleichungen (E.) erfüllt. Ersetzt man 
h .. . . .. ® [3 

dann in (E.) die Grössen o einmal durch die Grössen o, ein anderes Mal 

durch die Grössen o und verbindet je zwei entsprechende Gleichungen der 

beiden so entstandenen Gleichungensysteme in passender Weise, so erhält 


man die s Gleichungen: 
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Imi 0 
 2(0,—0,)0 
e ’ M z—— 1. (i ME ) 
In Folge dieser Gleichungen besitzt der Ausdruck: 
a _ 0 Iri 
5 (0,—0,)0u 1 V1,.,n—1 ge PPXFF Our #y 
n 44 v n u u’ 7 
e e u e 


n' Ban 


für jede Lösung @,, ..., eo, des Congruenzensystems (C.) den Werth Eins, 


\ 


v19 


während er für jedes davon verschiedene Zahlensystem o o, den 
Werth Null hat, da die bei ihm vorkommende, in Klammern eingeschlossene 
Grösse nur dann einen von Null verschiedenen Werth und zwar den Werth 
Eins besitzt, wenn @,, ..., e, eine Lösung des Congruenzensystems (Ü., 
ist. Lässt man daher in diesem Ausdrucke an Stelle des Systems der p 
Grössen 01, ».-, 0, der Reihe nach die sämmtlichen Variationen der Ele- 
mente 0, 1, ..., a—1 zur pten Klasse mit Wiederholung treten und bildet 
die Summe der n” so entstandenen Grössen, so ist der Werth dieser Summe 
gleich der Anzahl s der Normallösungen des Congruenzensystems (C.), und 
man hat daher die Gleichung: 


2rni — 0 
DYG u BE, . 
0,1,.0—1 1] Yhunı PA Fi 77 = Euwfu)Ou 
. . n u 44 
| nP . u B—— 5. 
u auch 0 vn On 


Da die auf der linken Seite dieser Gleichung hinter dem ersten Summen- 
zeichen stehende, in besondere Klammern eingeschlossene Grösse nur dann 
einen von Null verschiedenen Werth und zwar den Werth Eins besitzt. 
wenn die in ihr vorkommenden Zahlen #,, ..., %, so beschaffen sind, dass 
für jedes «’ von 1 bis p: 
0 
a al 177 —= (0 (mod.n») 

ist, so müssen von den »” Zahlensystemen, welche bei Ausführung der 
Summation an Stelle des Systems z,. .... 2, treten, s die angeschriebenen 
Congruenzen erfüllen, nnd es giebt daher, da s>0 ist, mindestens ein 
System von 2p ganzen Zahlen %, .... %, A, ».., A,, welches die p Glei- 


I 1 
chungen: 


Ö 0.80 X => ns. (u’ 1. 2 9) 


u uu’’” u 


erfüllt. Damit ist aber bewiesen, dass ein jedes Zahlensystem o, welches 
10 * 
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die Gleichungen (E.) erfüllt, sich mit Hülfe passend gewählter ganzer 


9 
Zahlen x, A durch die zu Anfang fixirte Lösung o dieses Gleichungensystemes 
in der Form: 


0 
Ow pic or Eu Kutnd, w=1,2, ..,Pp) 


ausdrücken lässt. Umgekehrt erfüllt aber auch jedes Zahlensystem 9,, ..., 0,, 
welches in dieser Form darstellbar ist, die sämmtlichen Gleichungen (E.), 


und es stellt daher: 
0 
Or en Out — Euw&u +nA,, (v’= 3. ER p) 


wobei die z, 4 beliebige ganze Zahlen bezeichnen, die allgemeinste Lösung 
des Gleichungensystems (E.) dar. 

Es soll jetzt schliesslich noch bewiesen werden, dass die Summe 
@[0]| für jedes Zahlensystem o,, ..., o,, welches in der Form: 


0 
oO. = Get eu kutRkus (w=1, 2.2) 


bei der die <, 4 irgend welche ganze Zahlen bezeichnen, darstellbar ist, 
oder, was dasselbe, für jede Lösung des Gleichungensystems (E.) einen von 
Null verschiedenen Werth besitz. Zu dem Ende führe man die soeben 
definirten Zahlen o in die zu Anfang dieses Artikels aufgestellte, die Grösse 
G[o) definirende Gleichung ein. Man erhält dann zunächst unter Beachtung 
der Beziehungen e,, = e,.: 


0 0 
Y y' n) 7 . 
GlH+Zeuzutnh...0,+8e,,%.+n4,] 


1 zu v 
er U 3 euwPQu Du MI — n 2 (0, + P eu wRu tu, + ine.) Ou ri 
u u’ 


— y' e n u u’ 

01 Pp 

1 in 0 Be 

Re ‚" -1 SR B = . euw Qu O u A— - 2 (0, +4 Neuu)Ou 4A) En. z= euwkwQu rıı 
= e N u u’ N u Mn m 
rn — 2 

O1, @p 

> v 
#6: euwRkukw ui + gr 2 (0, +4 NEeuu)Ku ra 

— e" u u’ E 1 n u z ; 


B: y n u u’ 
m Fe e 


1 ‘2 0 
EU —— iu 7 Ssz euw (0, + #.)(Ow + Kur) nu — n S(0u + 4 Ne uu)(Qu + Ku) ıı 
u . 


Nun ändert aber nach früher Bewiesenem die mit @[o] bezeichnete Summe 
ihren Werth nicht, wenn man im allgemeinen Gliede derselben die Grössen 9 
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um irgend welche ganze Zahlen ändert; in Folge dessen hat die in der 
letzten Zeile der vorhergehenden Formel stehende Summe den Werth 


0 0 * . Y . 
G[o,...0o,], und man gelangt so schliesslich zu der Gleichung: 

0 0 . 

G|o, 7 - Eu 2ut n k, he 0,7 = Eupfu + n 4.) 


.) 0 
h Y a ® . ' 1 m . 
23 SS euwkuru ti+ S(o„+$ne,u)&u YA) 0 0 


"rn n 
ED u G@|0,...0,]. 


Da die auf der rechten Seite dieser Gleichung stehende Grüsse 
G[o] der Voraussetzung gemäss von Null verschieden ist, so besitzt auch 
die auf der linken Seite stehende Grösse stets einen von Null verschiedenen 
Werth, einerlei welche ganzen Zahlen mit x, A bezeichnet sein mögen. Damit 
ist aber die aufgestellte Behauptung bewiesen. 

Das Resultat der bisherigen Untersuchung lässt sich nun dahin zu- 
sammenfassen, dass diejenigen Systeme ganzer Zahlen o,, ..., o,, für welche 
G[o,...0,] einen von Null verschiedenen Werth besitzt, identisch sind mit 
(E.) 
genügen, und dass diese Zahlensysteme 9o,, ..., 0, sämmtlich durch das 
Gleichungensystem: 


jenen Systemen ganzer Zahlen o,, ..., o,, welehe den Gleichungen 


p> 


0 


BZ T 2 2 , -_ > 1‘ 
OÖ, . Greek 4 nA, ml 2,...,Pp) 


0 0 
geliefert werden, wenn man darin unter o,, ..., 0, irgend eine Lösung des 
Gleichungensystems (E.) versteht, für die #, 4 aber der Reihe nach alle 


möglichen Systeme von je 2p ganzen Zahlen setzt. 


4. 


Man gehe jetzt auf die am Schlusse des Art. 2 aufgestellte 'T’'heta- 
formel zurück. Von den n”’ Coefficienten G[o], welche auf der rechten Seite 
dieser Formel bei Ausführung der Summation über die Grössen o auftreten, 
sind, wie im vorigen Artikel bewiesen wurde, nur diejenigen von Null ver- 
schieden, bei denen die zugehörigen ganzen Zahlen o,, ..., o, sich in 
die Form: 

0 


0, = teuer, („=1,2....,p) 


® . 0 0 . . .. . 
bringen lassen, wobei o,, ..., o, irgend eine Lösung des Gleichungensystems 
(E.) bezeichnet, die #, A aber ganze Zahlen bedeuten. Man kann daher 
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im allgemeinen Gliede der auf der rechten Seite der betreffenden T'hetaformel 
stehenden Summe die Grössen o durch die soeben dafür aufgestellten Aus- 
drücke ersetzen, da alle Glieder, bei denen die zugehörigen Zahlen o nicht 
in diese Form gebracht werden können, in Folge des Verschwindens der 
zugehörigen Coeffieienten @[o] wegfallen, und es geht dann, wenn man zur 
Abkürzung: 

ze 

= 


uufwtnd, = N u=1,2,...,p) 


setzt, die genannte Summe über in die neue Summe: 


2ni 0 4 
DE — — 89.(0u + Nu) W"+o+n 
S= 2 Glatme.atne ** |" I). 
I 330) 


blaue y An 


zu deren Bildung die rechts angedeutete Summation in der Weise auszu- 
führen ist, dass an Stelle des Systems der 2p Grössen %, „++, #5 An zu, A 


p> p 


nur solche Systeme von je 2p ganzen Zahlen treten, für welche die 


0 


p Grössen 0, Fi, +. 0,+n, sämmtlich in Zahlen aus der Reihe 0, 1, ..... 
»—1 übergehen, und zudem von diesen Zahlensystemen nur so viele als 
erforderlich sind. damit jedes im Rahmen der angegebenen Bedingungen 
mögliche System in der "That einmal aber auch nur einmal auftritt. 

Diese Summe S soll jetzt mit der Summe: 


0,1,..,n—1 0 0 u a0 5 9.(0, +n,) h’ } ER 
S = , P3 G[o+n...0,+n,Jje Se 3 —- ((w)), 
med 
verglichen werden, in der: 
A = Ey Ey (u=1,2. ...p 


ist, und zu deren Bildung die rechts angedeutete Summation so auszuführen 
ist, dass an Stelle des Systems der p Grössen %, ..., %, der Reihe nach 
die sämmtlichen »” Variationen der Elemente 0, 1, ..., »—1 zur pten Klasse 
mit Wiederholung treten. Zu dem Ende bezeichne man wie früher mit s 
die Anzahl der Normallösungen des Congruenzensystemes (C.) und ordne die 


auf der rechten Seite der letzten Gleichung bei Ausführung der Summation 


a n . nF . . 
auftretenden »” Summanden in = Gruppen, indem man zu einer Gruppe 


jedesmal diejenigen Summanden, immer s an der Zahl, zusammenfasst, für 
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welche sich die Werthe der p Grössen 7, ..., 7, und daher auch der 


p Grössen tn. FOR o,+n, nur um ganze Vielfache von » ändern, wenn 
man von einem dieser Summanden zu einem anderen übergeht. Die s 
in einer Gruppe vorkommenden Summanden besitzen dann denselben 
Werth, da sowohl die im allgemeinen Gliede der Summe S’ vorkommende 
Thetafunetion zusammengenommen mit der davor stehenden Exponential- 
srösse ungeändert bleibt, wenn man die in ihnen vorkommenden Grössen 7] 
um ganze Vielfache von » ändert, als auch jede Grösse @[o]|, wie aus der 
sie definirenden Gleichung folgt, keine Aenderung ihres Werthes erfährt, 
wenn man die zu ihr gehörigen Zahlen o um beliebige ganze Vielfache 
von » ändert, und man kann daher jede solehe Gruppe von Summanden 
durch das s-fache eines beliebigen unter ihnen ersetzen. Führt man diese 


Vereinigung für jede der m Gruppen aus, so geht die Summe S’ in das 
s-fache einer neuen Summe S” von nur - Summanden über, die dadureh 
ausgezeichnet sind, dass die in irgend zwei unter ihnen auftretenden 'l’heta- 
funetionen stets incongruente Charakteristiken besitzen. Von dieser Summe 8" 
soll jetzt nachgewiesen werden, dass sie denselben Werth besitzt wie die 
Summe S. Da aber sowohl bei der Summe S wie bei der Summe $” die 
in irgend zwei der Summanden vorkommenden T'hetafunetionen immer in- 
congruente Charakteristiken besitzen, so wird der verlangte Nachweis erbracht 
sein, sobald gezeigt ist, dass sowohl jedem Summanden von S stets ein ihm 
gleicher Summand von S”, als auch jedem Summanden von $” stets ein 
ihm gleicher Summand von S entspricht, oder, was auf dasselbe hinaus- 
kommt, dass ein jedes System: 


0 


N} 
j + N — y + y > „ 7 { 
Ou Nu — Ö = eu fkutNhu; (u 1 : ) 


bei dem die 2p Grössen z#, 4 solche ganzzahlige Werthe besitzen, dass 
0 0 


9-4... 09,+n, sämmtlich Zahlen aus der Reihe 0, 1,..., »a—1 sind. 
abgesehen von ganzen Vielfachen von » stets in ein System: 


[R 0 
O, + Nu GO, + z E un Fu 3 u" ' 
bei dem die p Grössen z’ sämmtlich Zahlen aus der Reihe 0, 1, ...., n—] 


sind, übergeführt werden kann, und dass auch umgekehrt jedes System der 
zweiten Art durch Abschreibung von ganzen Vielfachen von » in ein System 











80 Krazer, ein specielles Problem der Transformation der Thetafunctionen. 


der ersten Art übergeführt werden kann. Ein System der ersten Art geht 
aber, indem man die darin vorkommenden p Zahlen x durch ihre kleinsten 
positiven Reste nach dem Modul », die p Zahlen A aber durch die Null 
ersetzt, sofort in ein System der zweiten Art über, das sich von dem ge- 
gebenen Systeme erster Art nur um ganze Vielfache von » unterscheidet. 
Handelt es sich dagegen darum, ein gegebenes System der zweiten Art 
durch Abschreibung ganzer Vielfacher von » in ein System der ersten 
Art überzuführen, so setze man für u=1, 2, ...., p: 


0 0 i 
ie | ei de 
0.79, en u L77207 . O,tNT,, 


indem man unter o, den kleinsten positiven Rest der die linke Seite dieser 
Gleichung bildenden Grösse nach dem Modul » versteht, und beachte, 
dass dann: 


0, +26, NT, = 0, (u=1,2,....p) 


N ’ 


ein System der ersten Art ist, bei dem die Zahlen #, 4 die Werthe: 


! ” 
Au = Fur A,=—T, (k=1, % ..,P) 


haben, und das sich von dem gegebenen Systeme der zweiten Art nur um 
sanze Vielfache von » unterscheidet. Damit ist bewiesen, dass die Summe 
S” denselben Werth besitzt, wie die Summe S, und es folgt dann sofort 
weiter, dass der Werth der Summe S’ das s-fache des Werthes der Summe 
S, und daher auch das s-fache der auf der rechten Seite der in Rede 
stehenden Thetaformel vorkommenden Summe ist. 

Auf Grund des soeben Bewiesenen kann man in der am Ende des 
Art. 2 aufgestellten 'T'hetaformel das s-fache der auf der rechten Seite der- 
selben stehenden Summe durch die Summe S’ ersetzen, und man erhält 


" . ® . .. 
dann, wenn man die in S’ vorkommende Grösse @[o-+n] mit Hülfe der 
Gleichung: 
“) 


0 
R SZ euu Kur NH = 5(0.+ $ne,„)% ni r 


G[o+n]) = e" #« 2 G|o) 


. 0 . * . 
durch die Grösse G@[o] ausdrückt und endlich noch linke und rechte Seite 
der so entstandenen Gleichung mit s multiplieirt, die der Transformation T 
entsprechende Thetaformel in der redueirten Gestalt: 
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7 1 x . 
3 22 &uu Qu Ga — 5 euuQu aa 
4 ' G n Bf 2 7 Fr Pr 
BO 
2 ae : g 
‚ re PPIFFETL TE nn S(o„-+%ne,.»#.ti— — Ng.(0.+9.)ni ab z 
3 gr n FE Bu. ie Eon ( . rTorN 
i y e um / A Äy, )).. 
; Pu n ; 
ui. 
wobei zur Abkürzung: 
Nu a SZ Euu Ku (u } 
i gesetzt ist. 
: Man hat auf diese Weise die Lösung des durch die Charakteristik: 
u 
Ze () 
ı Fe 
6 1 0 
@ u 
Mr 
bestimmten T'ransformationsproblems in der endgültigen Gestalt: 
) 0 
E 2 2 6Cuu Iu u Bi" S(o„+%ne,.)g.ri 
a ı« I ER ee; > u u’ l Hu zZ 
sn" HR en G|o| 
ER 
1 ] -) 17) .) 4 
> 0 0 ai + Ine,..)e.,i— —- Ya,n.ni u 
Ol. a1 n un Kup u l n (0 \ 5NE u) Ru U n rad N). FU ' h 0 N s ni 
Er re | J (()) 
5 N IN / 
Dr 
erhalten: dabei ist: 
f e,; u 
Di. =. 6 Ev =1 
es ist ferner zur Abkürzung gesetzt: 
|’ h, = uh, + 3ne,,— Ze,,.9,; n,„= Se, z, (=1,2,...,P) 
es bezeichnet weiter s die Anzahl der Normallösungen des Congruenzen- 
k 
| systems: 
; (C.) Ze... = 0 (mod.n); Wi ») 
e A 
0 a 5 a 
i unter 9,, ..., 0, ist irgend eine Lösung des Gleichungensystems: 
: GG): 2 . DD; 
E uni SL eu Ou OU — 5 (0, 4- INe.u)Ou mi 
: (E.) lei ibn = 1, (=! ) 
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zu verstehen, in dem 0%”, ..., 0” @=1,2,...,s) die sämmtlichen Normal- 
lösungen des Congruenzensystems (C.) bezeichnen; endlich ist: 


y 0 
BR v “ Bi ® ns . r 1 r 
0 0,1..,.n—1 n 22 Eu! Qu Qu 0 n 3(0,+ Ze uu)Ou ıı 


G[lo)) = 3 e len , 


Die Anzahl s, sowie die Zahlen o hängen von den Zahlenwerthen der e 
ab und müssen in jedem Falle besonders bestimmt werden. 
Die auf der rechten Seite der Gleichung (©.) bei Ausführung der 


, 


Y . a ) .. . n p) 
Summation auftretenden »” Summanden können in : (Gruppen geordnet 


werden, indem man zu einer Gruppe jedesmal diejenigen Summanden, immer 
s an der Zahl, zusammenfasst, für welche sich die Werthe der p Grössen 
Ms ..., 7, nur um ganze Vielfache von » ändern, wenn man von einem 
dieser s Summanden zu einem anderen derselben übergeht. Man zeigt dann 
leicht, dass die s in einer Gruppe vorkommenden Summanden denselben 
Werth besitzen, und kann daher in obiger Summe jede solche Gruppe von 


Summanden durch das s-fache eines beliebigen Summanden ersetzen. Führt 


} .xr 0 en n?P e 4 
man diese Vereinigung für jede der “ Gruppen aus, so geht die in Rede 


) 


LU . . e n . . 
stehende Summe in das s-fache einer Summe von . wesentlich verschie- 
denen, d. h. nieht auf einander redueirbaren Summanden über. 

>. 
Aus der gewonnenen Formel (9.) kann man eine neue ableiten, 


. k \ . k' .. 
welche eine Funetion |] ((w)), durch Funetionen sw). ausdrückt. 


und welehe daher als die Umkehrung der Formel (©.) anzusehen ist. 
Um dieselbe zu erhalten, setze man in der Formel (©.), indem man 
unter Äyy 2. As In ..., 4, beliebige reelle Constanten, unter A, ..., 4, 
r . ' n “> E m Ze 
ganze Zahlen versteht und mit 4, ... 5» Ss +++, &, die aus diesen ge- 


bildeten Ausdrücke: 


* oe * B 
„=nl,—Ine,,+Se,.k,, = 2 Ei ; =1,2,...,P) 
: 


bezeichnet, für »„=1, 2,..., p: 


1 ' E al ‘ 
g,= u h, = z (l,— 0,—C,); (v=1,2,...,P) 
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es wird dann: 


0 
= 


! 
h, nl,— 0, ., 


. ) 


und aus der Gleichung (@.) geht die Gleichung: 


h 1 3 
l > & Zur, ni Pr > (go, m 3 NE ‚u I ni ö 
P 9 Rt . 3 n uw. N, ‘ ö 
sn’: (wW)) =e #! ' Go 
n " 
2 . 1 \ 2 h 
y v ® y j ® v], > . 
01 n—]1 PSP FIR TI 5(0, T23 Neu) #y nu — Sknu ra .. 
‚ ge n uw n 7 Pr ‚ nn 5 
— e ) / 1 \ a) } 
4 yon #y n 


hervor. In dieser Gleichung multiplieire man linke und rechte Seite mit: 


) ) ») 
y , a nd u . ’ 1 “ 0; — L .n a 
2 a Eu’ Ay Au AU — & (0, Sy NE u) hy ar P. h TREE 
e N uw N u %7 


2) 


lasse an Stelle des Systems der p Zahlen 4, ...., A, der Reihe nach die 
n" Variationen der Elemente 0, 1,..., »—1 zur pten Klasse mit Wieder- 
holung treten und addire die »” so entstehenden Gleichungen zu einander: 


man erhält dann zunächst die Gleichung: 


N 
.) 0 .) 4 i 
. . = ” . nd “/ - . —_ n “ . 
"er ı 7 S Feun Auhu — — (0,4 $ne,„)Auni+— Ik,c, ni "_%_2 
ij .— N 0 2 s u N .. s = s n z ‚ - ‚ 0 4 | 
ww 8 Pier | J - Il(a)) 
Ayyuny # - nt 
1 2 0 l 
x L. . u / \1. . 
I Fe, Kuß, R3- (0,4 $ne,„)k.ni a. 22. N Ye PR )ri 
We 3: =; u er ee: 'r.ı' , end En ur 
Bi | Go) 2 = € 
7 Bi 2 3 
I 
-) v " +) l; 
> * \ “ . m y* R EN ° 
„(0 E FRE u) Au— u) | hu 7 { u TTP EL, } '» 
fa a / > 
e v / \ AH 
7; 


In der auf der rechten Seite dieser Gleichung stehenden Summe führe man 
nun an Stelle der Summationsbuchstaben 4 neue Summationsbuchstaben z 
ein, indem man für jedes « von 1 bis p: 


, ='’%,+? 


setzt, wobei 7, eine ganze Zahl bezeichnet, über die sogleich verfügt wer- 
den soll. Bei der Ausführung der Summation nach ,, wird dann z, ein 
und nur ein Mal einer jeden der Zahlen 0, 1,...., a—1 congruent nach 
dem Modul », und da sich das allgemeine Glied der Summe nicht ändert, 
wenn man die Zahl z, durch irgend eine ihr nach dem Modul » congruente, 
sr 
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speciell also durch ihren kleinsten positiven Rest nach dem Modul » ersetzt, 3 
“ n ö a ! . . .. er 
so kann die Summation nach den Grössen z’ auch in der Weise ausgeführt u 
werden, dass jede der p Grössen z/, unabhängig von den übrigen die lteihe ; a 
der Zahlen 0, 1, ..., »—1 durchläuft. Setzt man jetzt: k 
E; u E ED 





und bezeichnet mit 7, den Ausdruck: 


3 


! . 
n. = ze (1,2... 
‘ u’ 


ua’ u’ 


so nimmt die obige T'hetaformel, wenn man noch die auf die Grössen z 
bezügliche Summation über die auf die Grössen 2° bezügliche Summation 
und auch noch über die von den Summationsbuchstaben z freien Theile 
des allgemeinen Gliedes hinüberschiebt, die Gestalt: 


| -) 0 .) a k 
. . R 7 ® . . ' \ a e 4 ud ’], ‘ . 
Murn-ı Zr Feu Aka rni— — Flo, + Freuu)Auni+— Ehusuni ui, 
-, Pre Ber ir . !—0—{ 
: u | 4 F ((w)). 
yes 4 n x 
| x’ xy, l. h . 2 y/; 1 i \ h . vy Br " E 
et [PETRELZT ini — u \ I u r5Ne un) „ru 0 () 1 n—]1 ne DK 
Daum N u en Gh an DE 4 ce 
‘ 7[0] z e 
’ ' 
P4 #n 
2 Z k ) 
_ . 4 \ , .y; _ in N . .. . ” 3 hd 
> (0„+3ne,„„)auni+ — Ek,n.ni ae TRETEN... Vu ey 
n { 4 7 1 fi f} r N , vun; 14 u’ Ti ' 
e q ) / Baaace “ ( \ u )) r PN e 
RE 


” p 


Beachtet man aber, dass die am Schlusse dieser Formel stehende, in beson- 
dere Klammern eingeschlossene Summe nur dann einen von Null ver- 
schiedenen Werth und zwar den Werth »”’ besitzt, wenn die bei ihr vor- 
kommenden Zahlen 4, ..., z#, den Congruenzen (C.) genügen, dass dieses 





bei Ausführung der Summation nach den Grössen z im Ganzen s-mal ein- 


! 


tritt, und dass für alle diese Zahlensysteme #, .... 2): 


p° 
| ıy Ki 2 /n 1 \y' \ 
= n # Eun % ATZE . 7 > (I T INE uu)#u au 
u uw u 
e . z = u: 
2 h 


+ — Yk,n.zi 


Fr . n ae BA. 
ae I 1 . ((u)), = >|, |) 


ist, so erhält man schliesslich die gewünschte Formel in der Gestalt: 
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2 0 
n .. ee ze euurku hu ri + S'(o, 1 ine .u )k ‚mi 
‚gff Ba N u sn! 
sn’, („),=e | 
t G\o | 
1 - 2 . 
-— — Deu ud i— —- 3(o,+tne,)Aunit - Ih,luni R 
V,1,..,n—1 N gr n p4 Mi } n He} N 0 a 
\ y uk, u u [2 ‘ - 
re > e ' ( 
h vd, 7 


Die gewonnenen Formeln (9.), (9.) stehen in der Beziehung zu 


einander, dass jede von ihnen als die Umkehrung der anderen betrachtet 


werden kann; sie können aber auch als nicht wesentlich verschiedene 
Formeln angesehen werden, wenn man beachtet, dass die Formel (®.) 


die Lösung des durch die Charakteristik T bestimmten Transformations- 


problems, die Formel (9.) also die Lösung des durch die Charakteristik: 








Eh 
() 
Be 
I" = 
ash 
Eu 
a 
RE 


bestimmten, dazu inversen 'Transformationsproblems darstellt, und dass die 
Transformation T”' aus der Transformation T auch dadurch erhalten werden 
kann, dass man allgemein e,, durch —e,, ersetzt. Führt man dies in der 
Gleichung (®.) aus und richtet die Bezeichnung in passender Weise ein, 
so erhält man als Lösung des durch die Charakteristik T”' bestimmten 
Transformationsproblems eine Formel, welche sich von der Formel (9. 


sn“ 


nur dadurch unterscheidet, dass an der Stelle des Ausdrucks der 


Ausdruck: 


l *) n 
0 0,1 , 2 un QuQur r „(0 r Ine„u)O Rt 
2.22) un 5 Hi 
Gol= zZ ee‘ 
910 0 


0 0 ® . R 
steht. Zwischen den beiden Summen @G[o], @[0] besteht sohin die Beziehung: 
0 - 0 
G|o\@|o]| = sn”. 
Von der Richtigkeit dieser Gleichung kann man sich auch direet über- 


zeugen. Versteht man nämlich unter #,, ..., #, irgend welche ganze Zahlen 


Hl 


“ 
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und setzt für v«=1, 2, ..., p: 


Be h 
Yu E> Eu Fur > 
so Ist, wie in Art. 3 bewiesen wurde: 
2 0 
E) ” " > Y | . > 
. u n - Put Eu TE Bu n (aut sneu)suni 5 0 
on -& nn u u 7 = 
G|0, | YO, ] n,) eg e G[9,...0,]: 
andererseits ist aber auch: 
N 0 2 
A a n BIPAIRRLUA UN, U — n So, T FRE ..)Q de zn SZ euu' Aut, m 
. r PN 7 I ı! 
PRER  7eu 2ı ‚IE Zr EEE ve ru 
Pu, 0p 
ä .. Ye. 5 Y 
und man erhält daher für die Summe: 
0 1.,0—1 0 N) 
m ‚ | n 
S Pen = G|o, +71...0,+n,] 
> SP 
r 
den zweifachen Ausdruck: 
| a 0 
ya a nut Ecker MIA „(0 tireuu)muni 0 
. el de u J u! 4 
S he G[0,...0,]. 
Y . %, 
Mi 0 2 
0,1 n—1 SZ 2 u Ou Qu U— >(0,.+3ne.u)Quri 04 ne PIPXFRALIAL IRA 
‘ 5 N u! 7 ee KM u u! 
N) N dr ar | P; of 
0 0% Rdn 


Nun folgt aber aus der ersten der beiden Gleichungen sofort: 

S = G[o]G[o); 
beachtet man dagegen, dass die auf der rechten Seite der zweiten Gleichung 
stehende in besondere Klammern eingeschlossene Summe nur dann einen 
von Null verschiedenen Werth und zwar den Werth »” hat, wenn die in 
ihr vorkommenden Zahlen o,, ..., oe, den Congruenzen (Ü.) genügen, dass 
dieses bei der Ausführung der Summation nach den e im Ganzen s-mal 
eintritt, und dass für jedes dieser Zahlensysteme o,, ..., g, die vor der 
eingeklammerten Summe stehende Exponentialgrösse den Werth 1 besitzt, 
so erkennt man, dass aus der zweiten Gleichung: 

SS = sn’ 

folet, und erhält durch Vergleichung der beiden Resultate die gewünschte 
Beziehung: 

(Fr [0] G [0] = sm. 
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Ueber eine Anzahlbestimmung und eine damit 
zusammenhängende Reihe. 


(Von Herrn Georg Landsberg.) 


Betrachtet man zwei rechteckige (oder quadratische) Systeme von 
s Zeilen und f Colonnen mit ganzzahligen Elementen: 
(a,) und (b,) Ber 9 
als äquivalent, sobald die st Congruenzen: 


3 (om) 


modulo einer Primzahl p erfüllt sind, so giebt es eine endliche Anzahl, 
nämlich p”, nicht äquivalenter Systeme, und es entsteht die Frage, wie viele 
von diesen Systemen modulo p den Rang r haben. 
jezeichnet man diese Anzahl mit #(s, t,r), so ist offenbar: 
bis, l, 0) = 1 

und P(s,t,r)=0, wenn r grösser als eine der beiden Zahlen s oder £ ist. 
Da ferner jedes System der verlangten Beschaffenheit nach Weglassung der 
letzten Zeile den Rang r oder den Rang r—1 hat, so erhält man ohne 
Schwierigkeit für die Function #(s, t, r) die charakteristische Gleichung: 

(U) Ps, t,r) = Poll, t, r)+(pP—pN)P(ls—1, t, r—1). 


Mit Hülfe dieser Gleichung findet man folgende Bestimmung der Function 
B(s,t,r): 


\yı . t ) wi 

(B.) Ds, t, r) a II(p —#f) pt'—1 : zei Zn ) 
Offenbar erfüllt diese Function die Gleichung: 

(6.) bs, tr) = p", ul 2 22 


in welcher £=s angenommen ist. Diese Gleichung hört aber nicht auf 
zu gelten, sobald man in P(s,t,r) die Grösse p als Variable betrachtet, 
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weil zwei ganze Funetionen, die für alle Primzahlen übereinstimmen, 
identisch gleich sind. Die Gleichung bleibt selbst dann noch richtig, wenn 
{ eine beliebige Zahl ist. Denn setzt man: 


vs’ c/e I; Zee f \ 
2 P(s, t,r) = v(s, fi), 


’ ) 


so beweist man zunächst, dass für die durch die Gleichung (B.) definirte 
Funetion 2(s, t,r) die Gleichung (XL.) gilt, und hieraus leitet man leicht 
die Relation: 

w(s, &) = pw(s—1l, Ü 
ab, aus welcher durch Iteration: 


vs D = pw, D = p“ 
folgt. 

Aus der Gleichung (6.) kann schliesslich eine bekannte Beziehung 
zwischen einem unendlichen Produete und einer unendlichen Summe her- 
geleitet werden, indem man !=s+N-—1 setzt und für s=x zur Grenze 
übergeht. Man erhält so, wenn der absolute Betrag von: 


A 
Bu 
kleiner als Eins ist, die Gleichung: 
1 
(1 — N) ru at) — qN+2)... 
a \ Mer? Wa gq” | Pr iD N 
er img" eg SE) A 
gridH4 2) | 1 | 
A—-A-PHA-GH) A-NA-P)A-g) ' 





welche, wenn q’ '=z gesetzt wird, in die Formel (2.) des Art. 64 in 
Jacobis Fundamenta übergeht. 
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Differentialgleichungen mit 


algebraischen Relationen zwischen den Fundamental- 
integralen. 


(Von Herrn 


@. Wallenberzg..) 


Eine Differentialgleichung mter Ordnung 


(1.) D(y)=y")’+p,y"’+..+p,y=0, 


in welcher die p, algebraische Funetionen der unabhängigen Veränderlichen 
z sind und p„+0 vorausgesetzt ist, habe die Eigenschaft, dass zwischen 
den m Fundamentalintegralen derselben y,, %:, --., 9, m-—l1 algebraische 
Relationen mit constanten Üoeffiecienten bestehen *): 


fhyı, Ya, - 


(2.) kw Yı, .» 





In-ı(Yı, Y:, .... 


ii. Y) gr 0, 
+ Ya) =), 


y.), =V. 


Denkt man sich aus diesen Gleichungen der Reihe nach von den m—1 
Grössen %, Y3y ++ +, Ym Je m—2 eliminirt, so erhält man Relationen der Form: 





9: an 
u, 
, De 
(2) Di 
Y — 
Durch Differentiation von 
ng 





plYı), 
p:(Yı): 


Pr-ı (Yı): 


Pm-ı (Yı)- 


pr-ı(Yı) (k=2, 3, ..., m) 


*) Es sei hier bemerkt, dass aus der Existenz von m—1 beliebigen algebraischen 
Relationen das Bestehen von m—2 homogenen Relationen folgt. 
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erhält man: 
Y = P-ı(Yı)Yı ); 
y = p-lYyı)yı +Pr-lYyı)Yı 


m 


y = Palyı)yı +3R-lyı)yıyı +Prnlyı)Yyı , 
allgemein: 


in ZEN 7 au za DE A DE Ei 


ae... 
Setzt man diese Werthe für y/” in die Differentialgleichung (1.) ein, so 
ergiebt sich unter Berücksichtigung von 


D(y,) jr. 
folgendes Gleichungssystem: 
D(y.) = pAWw)y + Yul--.Jt + Yı)l- It Ppm(p-ı—Yı9i-1) = 0 
(k==2, 3, ..., 9) 
KEliminirt man aus diesen m—l Olniäungnie der Reihe nach die m—2 
Coeffieienten von _1(Yı) ++, PT (y,), welche in allen Gleichungen des 
linearen Systems dieselben sind, so erhält man eine Relation der Form: 


Gyı)-yı" = Pas 
wo @(y,) eine algebraische Funetion von y, bedeutet, die sich aus y, und 
aus den algebraischen Functionen %,_, nebst ihren m ersten Ableitungen 
rational zusammensetzt. 
Um eine zweite Gleichung zwischen z, y, und y; zu erhalten, bilde 
ich die Quotienten 


% _PW) HH _ Am) Ym _ Pur) , 


y, u .* AR y, 


Die Ableitungen derselben 





EG d y, d Ym 
gr rg lı 


. MEERE N 4 —— Bo 4 
ds ı a: ds y, . ei 
welche als Functionen von y, und y, die Gestalt haben: 


RUM) ,,, | 
n,= Yı Fr u y= 41, (Y1)-Yı, &=1, 2, ..., m-1) 
1 


sind bekanntlich Integrale einer Differentialgleichung (m—1)ter Ordnung. 


*) Der Accent bedeutet die Ableitung nach dem Argument, also: 
2 


, _ Wo  „_ dy Ä my) gr d’pr-ı(y, 
Y=- En, Y: = 2, etc., Di—ı (y, ) = u an. ıly ‚) Bi ı(yı) 
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Ich bilde nun wieder die (Quotienten derselben 


dir X1.(Yı ) 
u | E 
1, Yı(y,) 
und deren Ableitungen 
d N; ' 
br a a A nr — | ER 4% 
dz 71, Er Er (yı)-Yı — N_ı° ( ee 


Die 7,,_, sind Integrale einer Differentialgleichung (m—2)ter Ordnung. Es 
werden nun wieder die Ableitungen der Quotienten derselben gebildet: 


d N2, -1 x r j 
a a NT R=3 4... ml) 


welche Integrale einer Differentialgleichung (m — ö)ter Ordnung sind, ete., ete. 


Man erhält so successive m—1 Systeme von Fundamentalintegralen von 
Differentialgleichungen resp. (m—1)ter, (m—2)ter, ..., 2ter, Iter Ordnung: 


es 
N 2, N: ’ N _)) 
Nm—2, Nm 2, 9 
Nm, 


und es ist allgemein 


4, (9ı)-Yı: 


wo die %,(y,) ihrer Bildungsweise nach algebraische Functionen von y, sind, 
die sich aus y, und aus.den algebraischen Functionen ,(y,) nebst ihren 
Ableitungen bis zur (m—1)ten Ordnung rational zusammensetzen. 

Wir benutzen jetzt die bekannte Relation *) 


m—1 2 


Yyı 71, m ve Nm—2, Nm—ı — A: 
d.i. hier: 


y IK y)9]" Ka yı)9ıl" iu ydYıl Am, Yyı)yı = A 
oder, wenn 


\m—? 


Y1%ı,(9ı)"  X2,(Yı) ... Ym-2, (Yı) Xm-ı,(Yı) = F(y,) 
gesetzt wird: 


m(m—1) 


F(y.)y: a 22 d. 


*) Fuchs: Zur Theorie der linearen Differentialgleichungen etc., dieses Journal, 
Bd. 66, pag. 130, Gleichung (9.). 
12 * 
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Oben hatten wir gefunden: 


Gyı)yı“ = Pr 
Durch Elimination von y, aus diesen beiden Gleichungen erhalten wir im 
Falle eines ungeraden m: 


© F 
G(y,) ° Pan ° 
im Falle eines geraden m: 
iR F(y,)’ 4: 
(3. u = ——. 
\ ) G(y, )"! - 


Diese Gleichungen ergeben im allgemeinen y,, also in Folge der Relationen 
(2.) auch 9, ..., %. als algebraische Functionen von z und 4. Ist 
ausserdem p, die logarithmische Ableitung einer algebraischen Function, so 
sind die Integrale der Differentialgleichung (1.) algebraische Funetionen 
von z, da bekanntlich 


N m Ce? " 
ist. 

Die Gleichungen (3.) resp. (3'.) zeigen gleichzeitig, welchen Einfluss 
die Relationen (2.) auf die Coefficienten der Differentialgleichung (1.) haben 
und umgekehrt. Zunächst sieht man, dass in (3.) resp. (3'.) nur die Üoef- 
ficienten p, und p, eingehen; wenn also diese Gleichung wirklich eine 
algebraische Beziehung zwischen y, und z ergiebt, so folgt aus den über 
p, und p, gemachten Voraussetzungen und aus der Existenz der Relationen 
(2.) bereits die algebraische Natur der übrigen Coeffieienten der Differential- 


2 


. » A . . =. . 
gleichung (1.). Ist ferner —-, eine Constante — die übrigens wegen 


1 

F'(y,) 
OD 
eine Constante sein und umgekehrt, da sich sonst entweder y, als eine 


wegen /+0 von Null verschiedene Constante ergeben würde, was der 
Voraussetzung p,„+ 0 widerspricht, oder aber 3 = Const., was keinen Sinn 
hat. Dieser Fall aber, wo jede Seite für sich genommen constant ist, 
ist gerade der Ausnahmefall, in welchem die Gleichungen (3.) resp. (3'.) 
keine algebraische Beziehung ergeben. Wir können daher folgenden Satz 


m 





4#0 und p,„#+0 weder O0 noch » sein darf —, so muss auch 


aussprechen: 
Wenn in einer linearen homogenen Differentialgleichung mter Ordnung 


Be 
ER 
nn 
Re 
Be 2 
Sc 
a 
E77 
® Rt 
BR 
ERS 
Pr 37% 
Kl 
Ber 
Er 
rag 
START 
Be 
; E 
2 
Di 
u 
Im 
E26 
m‘ 














Wallenberg, über lineare homogene Differentialgleichungen. 93 


der Coefficient der Öten Ableitung eine algebraische Function, der Coefficient 


der (m—1)ten Ableitung die logarithmische Ableitung einer algebraischen Func- 


. r \ Di —] 
tion der unabhängigen Veränderlichen ist, die sich von der —_—-ten Potenz 


5, 
des ersteren Coefficienten nicht durch eine blosse Constante unterscheidet, und 
wenn zwischen den Integralen eines Fundamentalsystems derselben m—1 alge- 
braische Relationen mit constanten Coefficienten bestehen, so sind ihre Inte- 
grale algebraisch. 

Ist p 


systems eine Relation der Form 


m 


—=(), so besteht zwischen den Integralen eines Fundamental- 


CGYyıt oYya+CYy3+ + C.Y = C, 
wo die ec, und © Constanten sind; diese Relation muss eine Folge der Re- 
lationen (2.) sein, da sich sonst alle Integrale der Differentialgleichung (1. 
dy 


als Constanten ergeben würden. Setzt man daher 45 4, 50 kann eine 


der Relationen (2.) fortgelassen werden, und man erhält für « eine lineare 
homogene Differentialgleichung (m—1)ter Ordnung von der Beschaffenheit, 
dass zwischen den Integralen eines Fundamentalsystems derselben m—2 
Relationen der Form 


fı( / wds, /u.ds, ef wer) — () u 


bestehen. — In diesem Falle lässt sich über die algebraische Integrirbarkeit 
der Differentialgleichung (1.) nichts aussagen; so erhält man z. B. für den 
Fall m=2 für « eine Differentialgleichung erster Ordnung, deren Integral 
einer weiteren Bedingung nicht unterliegt. 

Es leuchtet ein, dass die Differentialgleichungen mit algebraischen 
Integralen zu den in dieser Arbeit betrachteten gehören, da zwischen ihren 
Integralen die Relationen (2'.) bestehen; für dieselben gelten daher die 
Gleichungen (3.) resp. (3'.) 

Die allgemeine Behandlung des oben angedeuteten Ausnahmefalles. 
in welchem jede Seite der Gleichung (3.) resp. (3'.) für sich constant ist, 
behalte ich mir für eine spätere Gelegenheit vor und will denselben hier 
nur für die Differentialgleichungen zweiter Ordnung erledigen. Die Gleichung 

Fy) _ 
ae © 





oder 
Fy-C.6)"" = 0 
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ist nämlich als Differentialgleichung für die Functionen Y,(y,) aufzufassen; 
im Falle m=2 haben wir nur eine Function y, = g,(y,), hier wird also 
diese Differentialgleichung eine gewöhnliche, und es gelingt, durch directe 
Integration derselben den algebraischen Charakter der Function g, zu er- 
mitteln; die Betrachtung der rechten Seite 

AS’ 

put w C 
führt zu demselben Resultat. 


Zwischen den Fundamentalintegralen y, und y, der linearen homogenen 
Differentialgleichung zweiter een 


(4.) 2 tPpı - NY pay == 0 

möge die algebraische Relation mit constanten Coefficienten bestehen: 
(3.) F(yı, y.) = 0 

oder: 
(8) y: = yı). 


wo f eine algebraische Funetion von y, bedeutet. Durch Differentiation 

von (5.): 
WE 

ds 79 | 


IE DET 


ergiebt sich unter Berücksichtigung der Differentialgleichung (4.): 





(6. y.Y - UI) 
(6.) ( ri ) == P: fo) _. 
Ferner ist: 
KW 
Yı Y, 
also: 
zn 2 d Y, y —/[ 9,.d 
ee = ra) 
ai d 2 
Durch Elimination von — aus (6.) und (7.) erhält man: 
‚—2/[pıd: ' 
(8, e2, wa Br Yu) — fy). 
0) p; f"(y,) 


. . . . . . ),dz . 
Dies ist eine algebraische Beziehung zwischen y,, p, und e’””; ist also p, 
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eine algebraische Function und p, die logarithmische Ableitung einer alge- 
braischen Function von 2, so ist y,, also wegen (5.) auch y,, eine alge- 
braische Function von 2. 

Diese Beziehung kann illusorisch werden: 

Il. wenn f"(y,)=0, also y, = c,y,+c, und p, = 0 ist; die Differential- 
gleichung (4.) lautet in diesem Falle: 

d’y dy 

77 FTP a 
und ist nun keiner weiteren Bedingung unterworfen, da die Relation y, = e,y,-+e; 
hier von selbst erfüllt ist. Ihr allgemeines Integral ist 


e - Yıda 
y=a/e IPE da+c,; 


dasselbe braucht nicht algebraisch zu sein, 

II. wenn yf(y)-f(y) =0, also C=0 ist; in diesem Falle lautet 
die Relation y, = cy,, d.h. y, und y, würden kein Fundamentalsystem bilden. 
Dieser Fall ist also auszuschliessen. 


(y,f(y,)— fly) 
f'(y,) 


Constante wird; dann wird auch die linke Seite von (8.) eine Constante, also: 


III. wenn der Quotient eine von Null verschiedene 


—2/} i 
= ce‘ 
oder 
P; 
A “I 


Die Differentialgleichung (4.) lautet dann, wenn noch —p, an Stelle von 
p: geschrieben wird: 


9.) 2. 


Ein Fundamentalsystem von Integralen dieser Differentialgleichung ist: 


+/Vp.d: —/V pad: 
n = e" Ze 5 m % - 


dieselben genügen der Relation: 
m mL. 


Die Integrale brauchen in diesem Falle nicht algebraisch zu sein*). 


*) Cfr. Fuchs: Ueber die linearen Differentialgleichungen zweiter Ordnung, welche 
algebraische Integrale besitzen etc., dieses Journal, Bd. 81, S. 117 und 118. 
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Dies findet man auch durch Betrachtung der rechten Seite von (8.): 
es sei der dort stehende Quotient gleich der Constanten —a, also: 


(10.) Yfy)-fyd)tafy) =. 


Dies ist eine Differentialgleichung für f(y,); um f(y,) daraus zu be- 


stimmen. setze man: 


(11.) yfy)-fyı) = u 


dann wird 
„ du 
yıf (yı) = dy, ' 


also ergiebt sich aus (10.): 


1 du 
u 0 
y, dy, 
oder: 
du 
nr m y.dy, 





; 1’ an 
d. h. 
a 
er: yi+C, 


also wegen (11.): 


a 


yf (yı)-fiyı) = Y y+C, 





oder: 
SHM 


1 1 
f w-,-um-7-1 re — 0. 


Die nochmalige Integration ergiebt: 


E 
f(yı) ms N dy, 





oder: 

y. = f(yı) = On VCH: 
d. h. 

(g—Cyı) = ar (+) 
oder: 


(12.) y+2ayıyp tayı = @, 





y 
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. v2 [4 a . r . n 0. 
worin = —-(, ,=0- = ist; da C,, ©, und a willkürlich, so 
sind auch a,, a, und a, willkürliche Constanten. — Hier ist also eine binäre 


Form zweiten Grades der Fundamentalintegrale gleich einer Constanten. 
(Cr. 8. 95, Anm.) 
Schreibt man die Relation: 


(y»+ ey,.)(y+ Pyı) = 4; 
und setzt 
@ 1 / 
+ — nn, pP+tpy =, 


a 


a, 3 


so erhält man sie in der bereits oben gefundenen Form: 


ne 1, 


ui 
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Ueber eine allgemeine Formel zur Lösung des 
Jacobischen Umkehrproblems. 


(Von Herrn H. Stahl in Tübingen.) 


Das Jacobische Umkehrproblem, in welchem p Summen von p In- 
tegralen erster Gattung mit den oberen Grenzpunkten z,, ..., z, gleich 
p Grössen U,, ..., U, gesetzt sind, besteht im engeren Sinne in der Auf- 
gabe, die Coordinaten der p Punkte x, durch die p Grössen U, darzustellen. 
Im weiteren Sinne umfasst es die beiden folgenden Aufgaben: 

|) 'T’hetaquotienten mit den Argumenten U, algebraisch und sym- 
metrisch durch die Coordinaten der p Punkte x, darzustellen; 

2) Den Logarithmus einer Thetafunetion mit den Argumenten U, 
symmetrisch dureh Abelsche Integrale und algebraische Funetionen in den 
Punkten x, darzustellen. 

Die erste Aufgabe kann gesondert behandelt, aber auch als in der 
zweiten enthalten betrachtet werden. Beide Aufgaben sind von Riemann, 
wenn auch kurz doch vollständig, gelöst worden. Diese Lösungen lassen 
mannigfache Formen zu. In den folgenden Zeilen soll eine allgemeine 
Formel hergeleitet werden, aus der sich andere bis jetzt gegebene Dar- 
stellungen als specielle Fälle unmittelbar ergeben. 

Ich schieke zur Orientirung einige Bemerkungen voraus. Es sei 
F(x,y)= 0 eine Curve vom Grade » und vom Geschlecht p mit r Doppel- 
punkten d,, ..., 0,. Die Verzweigung von y als Function von x sei dar- 
gestellt durch eine »-blättrige Fläche T mit den 2» Querschnitten «, und 
b, (h=1,...,p). Ein Punkt mit den Coordinaten (z,y) sei kurz durch & 
bezeichnet. Ferner seien 


[2.3 ä en = G=1,...,) 


\ 
a 


die p Normalintegrale erster Gattung (mit beliebigem unterem Grenzpunkt 
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0,), so dass a7 an den Querschnitten a, den Periodieitätsmodul 0, nur an 
a, den Modul ri hat und dass die Moduln von »/ an den Schnitten 
bi, +++, b, gleich a,., ..., @,, Sind, wobei a,=a,. Endlich sei die T'heta- 
funetion mit den p Argumenten ®,, ..., ©, und dem Modulsystem a,, dureh 
I(d,,...,©,) oder kurz durch 9(v) bezeichnet, so dass 


y pP Y 
> 5 ann, +2 > nv; 


+72 r 7 
” i y v h 1 k 1 L l 
(2.) Ye) = Z,..2,e 
_—n | —.n PP 
Ein Zahleneomplex 
ve f j ! x 
BET re 
heisst, wenn die Zahlen «, w' alle Werthe 0, 1, .... m—1 annehmen 


können, eine m-theilige Charakteristik und 


(4.) M, = u,ni- > Aa,,tt, ( ») 


k=1 
das zugehörige System von Periodieitätsmoduln. 
Die Thhetafunetion mit der m-theiligen Charakteristik « ist definirt dureh 


) 

in; 
en | | 
Bee), 


\ m m 


re Fe 

(.) 9,0) = C.e 
wo C eine von den ve, unabhängige Constante ist. Die p Nullpunkte der 
Function 9(u”) seien mit @,, ..., «@,, die der Function 9,(w”) mit of, ..., a, 


bezeichnet. Diese Punktsysteme sind verbunden durch die Congruenzen 


Hi 
. pP ”@ ] 
(6.) E/ 'daw: M,. =...) 
ö (ml ® m 


Demnach sind die p Nullpunkte x,. 
stimmt durch die Congruenzen 


., x, der Function 9,(w”—e) be- 


4 


(T.) R / "du,= e, N 


Für die algebraische Bestimmung der von «, abhängigen Punktsysteme 
Oy..., od und af, ..., of gilt Folgendes, wobei der Fall m=2 ein be- 
sonderes Verhalten zeigt, weil die T'hetafunetionen mit zweitheiliger Charak- 
teristik entweder gerade oder ungerade sind. 

Eine Curve p(z)=0 vom Grade »—3, die durch die r Doppel- 


18” 
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punkte d von F=0 geht”), soll eine Y-Curve heissen; eine Curve y(x) = 0 
vom Grade »—2, die durch die r Doppelpunkte d und durch die n—2 
Punkte geht, in welchen die Tangente des Punktes «, die Curve F=0 
ausser o, noch schneidet**), eine w-Curve. Ist m=2 und bestimmt man 
die p-+1 noch freien, linearen, homogenen Üoeffieienten einer w-Curve so, 
dass sie die Curve F=0 in p Punkten berührt, so entspricht jeder der 
2” zweitheiligen Charakteristiken « eindeutig eine solche Berührungs- 
eurve w,(z) =0, der Charakteristik 0 eine Curve y,(@)=0, deren Be- 
riihrungspunkte die oben erwähnten Punkte «\, ..., e@) sind, der Charak- 
teristik «a eine Curve w,(z)=0, deren Berührungspunkte die Punkte 
ef, ..., ae sind. Ist « eine ungerade Charakteristik, so zerfällt die Öurve 
v,(2)=0 in die Tangente des Punktes «,, deren Gleichung («,z) = 0 
sei, und eine von «, unabhängige, F in p—1l Punkten af, ..., ei, be- 
rührende y-Curve p,(z)=0, so dass für eine ungerade Charakteristik u 
v,(2) = (WX).p,(x) wird. 

Um ferner das der m-theiligen Charakteristik « zugehörige Punkt- 
system «4, ..., a“ zu erhalten, lege man durch die r Doppelpunkte d von 
F=0 eine Curve (x) = 0, die Fin den p Punkten «, je (m—1)-punktig 
berührt (d. h. je in m zusammenfallenden Punkten schneidet). Die übrigen 
s Scehnittpunkte derselben seien &, ..., &. Dann lassen sich durch die r 
Doppelpunkte d und die s Punkte e im Ganzen (7, inbegriffen) m” Curven 
P(x) = 0 desselben Grades legen, die #=0 in p Punkten je (m—1)-punktig 
berühren. Jeder m-theiligen Charakteristik « entspricht eine solche Curve 
? (x) =0, deren Berührungspunkte die p Nullpunkte «# der zugehörigen 


Function 9,(u”) sind. 

Zwischen den Funetionen 9,(a”)und YF,(x) besteht die Gleichung 
AN I,(u*) ar C, / Pu) 
F,(u*) £ ] (x) ’ 
in der « und » zwei verschiedene, m-theilige Charakteristiken sind und 
C,:C, eine von z unabhängige Constante ist. Für m = 2 treten an Stelle 


der Funetionen 7 die Funetionen w. 


Die in (8.) auftretenden Wurzelfunetionen Y7,(z) sollen für den 


*) Riemann, Ges. Werke 8. 110. 
"*) Olebsch und Gordan, Theorie der Abelschen Functionen S. 197. 





r- a 
EM 
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späteren Gebrauch noch verallgemeinert werden. Man lege durch die 
r Doppelpunkte d von F=0 eine Curve %,(@,c)=0, die F in g beliebig 
gegebenen Punkten c,, ..., e, je (m—1)-punktig berührt, und bezeichne die 
übrigen s Schnittpunkte derselben mit F=0 durch &,..., &. Legt man 
dann durch die r Punkte Ö und die s Punkte & eine Curve von demselben 
Grade, die F=0 in g—p beliebigen Punkten a, @=1, ..., 9—-p) je (m—1)- 
punktig berührt, so lassen sich die noch freien Coeffieienten so bestimmen, 
dass die Curve in weiteren p Punkten je (m—1)-punktig berührt. Jeder der 
m” m-theiligen Charakteristiken u entsprieht eindeutig eine solche Be- 
rührungseurve %,(x,a) mit p bestimmten letzten Berührungspunkten. 

Die zu denselben festen r Punkten d und s Punkten & gehörigen 


Funetionen Yy,.(e,a) sollen Wurzelfunctionen gleicher Art, von dem Ex- 
ponenlen m, der Charakteristik u und der Ordnung g heissen. Für diese 
Funetionen gilt u. A. der Satz: Eine Wurzelfunetion von dem Exponenten 
m, der Charakteristik « und der Ordnung g lässt sich durch ein Aggregat 
von g—-p-+1 Wurzelfunetionen derselben Art darstellen. 

Es ist also 


/ i Pe r1 R = 
(2.8; Ü) vu. P: .YxX.(z, 0). 


" al‘ 
m 
it 


ı) 


Nach diesen Vorbereitungen gehe ich aus von der Riemannschen 
Formel *) 


Fu ( SW / h du )- F SA du - z/ da) 


dA 4 


10.) log ———— _ ze > / dw 
3. / aux / "au)-9,( / mx / an) . 
Pi u . u | 
in welcher u eine beliebige m-theilige Charakteristik, & und n, @=1,...,p) 


sowie &,, Y, beliebig gegebene Punkte sind und w,, ein nach Riemann 
normirtes Integral dritter Gattung mit den Unstetigkeitspunkten y, und x, 
ist. Die linke Seite der Gleichung (10.) enthält p-gliedrige Integralsummen, 
deren obere Grenzpunkte beliebig sind, während die unteren Grenzpunkte 


*) Riemann, Ges. Werke S. 131. Man beweist diese Formel, wenn F(x, y) = 0 ge- 
geben ist, auch ohne das Dirichletsche Princip zu benutzen, aus dem Satze, dass eine in 
der Verzweigungsfläche T allenthalben stetige Function des Ortes eine Constante ist. 
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ce" von dem willkürlichen Punkte «, in der oben angegebenen Weise ab- 
hängen. Mit Hülfe des Abelschen Theorems gewinnt die Gleichung (10.) 
eine symmetrischere und allgemeinere Form. Versteht man nämlich unter 
Dir seen 25 Yır seen Yo 0% -o-, a, drei Systeme von je q beliebigen 
Punkten und definirt die p Punkte 5, und n, in (10.) durch die Congruenzen 


Aa 


! 


{ P g? 2 e pP Yi er 7 
3. / du,-+-> / du, =z=V, 23 / du,-- > / du, =Z(0, @=1,...,») 
m 5 k=1*® 


t 1 ® k q 
„# A} ar } 
f ! 
so folgt 
a. . v 5 l q ’rı 
12.) B } / du, -+ > / du, =U\. 
e 6:2] ® ki ® 


Hi h 
l,egt man daher durch die r Doppelpunkte d von F= 0, durch die p Punkte 
o" und die qg Punkte «, eine Curve %,(@)=0, die F=0V noch in t 
Punkten Z,. ..., £&, schneide, und bestimmt eine weitere Curve desselben 
Grades 4,(@, 2ı,:..,2,)=0 so, dass sie F=0 in den r Punkten d, den 
t Punkten Z und den qg Punkten x&,, ..., x, schneidet, so folgt nach 
dem Abelschen '[heorem für das Integral dritter Gattung ®,, aus (12.) 


ze 8 YulEıı 2, >00, 2o)Xullles Yır » + +) We 
(13.) P> / do. +3 / do, = log Kul@o: ®, | DK (do I DE 
1“ k=1r Bu ee 


[Zi k 


Kirsetzt man nun in (10.) die Punkte 5; und 7 


- 


t 


nach (11.) und (13.) durch 
die Punkte x, und y, und schreibt zur Abkürzung 


A 


Op Rn BG di du,) — ((2)), 


2 


(14. Sec ER 
® / Me u FE / “du, = (zu, Bi a T,)): 


k ()e k;—l)t 
’ A 





so erhält man 
».U8, 2, DR En a 





log | 
ü “2,0 I: 1 EEE, Be 
( 15.) Q »rı Pen 
44, 1 k 7,0 FREE N 
== % do, ,-+-log | 
ut | ER A) 


oder, wenn man die willkürlicehen Punkte y., Yı, ---, Y, gleich «,, @,, | 
@, setzt, den von x, unabhängigen T'heil absondert und den Satz von der 
Vertauschung von l’arameter und Argument anwendet: 


log, (a. Dir oo. 2,))— log ,((&,)) 


q ’r, 
= b L > i da 4 f ee 
k - A / do. | logz.(&, Le» 3 XL.) logz. (2) 1 ( 49 





Er 
a 
Re 
E% 
Er 
Bee 
ER 
54 A 
Ei} 
BR 
R> 
Be 
x 


u 





5 
R 
a 
2 
Sr 
Br 
r- 
% 
3 
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wo C, eine von x, unabhängige Grösse ist. Durch Hinzufügung von Glie- 
dern, die ebenfalls unabhängig von x, sind, erhält man 


\ 4 / \ 
logI,((&., Di re, 2,))- 2 log9,((@)) 


(16.) 


| ’z% 1 

— y' y. "u 2 ( » » \ ni a » h | Ä 
=. / do, log, Ey Ey 00 Du) ZI Kur) HA,., 
“x u k=0 





wo in der Doppelsumme der rechten Seite die Glieder, für welche i = 4 ist, 
ausgeschlossen sind und jede Combination i, k nur einmal zu nehmen ist, 
was durch das Komma an dem Summenzeichen angedeutet sei. Die Grüsse A, 
ist unabhängig von z,, &, ..., z,, da die Ausdrücke auf beiden Seiten 
für diese Punkte symmetrisch gebildet sind. 

Es bleibt noch log 9,((x,)) zu bestimmen. Hierzu setze man in (10, 
x, für &,, ferner „=, &= eo und für die p Punkte n,, ..., 7, p Punkte 
b\, ..., 5b, definirt durch die Congruenzen 


pP b; "27 
(17.) 25 / du, = / du,. 


i—1e 
0 


d 
[3 


Dann erhält man (wenn nicht 9,(0) = 0, was im Allgemeinen nur für eine 
ungerade zweitheilige Charakteristik « der Fall ist,) 


‘ ’ N > b' 
(18 \ logI ,((a))— log I (0) — z / do 
\ f, . ü 3 j 


t l ® 
7 


Die p Punkte b; lassen sich aus (17.) auf 2” Arten bestimmen; es ist gleich- 
gültig, welches dieser Systeme man wählt. Trägt man die Werthe (18. 
ein und setzt noch z, = «,, so folgt aus (16.) 


log9I,((@.. eo... 2.)) 


Pr Er Er g’ 
non = @+DI9, + EL San. + ES "do. 
\ J.) ‘ rd [ \ 


” 
jr 


+logx.(au Ei, » +, 2,)—-10g%.(0)— Zlogx.(a)+A,.- 





Die Constante A, bestimmt sich am einfachsten dureh die Substitution =, = «, 
(k=1,...,g), wodurch das System 5} in /; übergehe. Da 


u man) 





104 Stahl, eine allgemeine Formel zur Lösung des Jacobischen Umkehrproblems. 
ist, so erhält man 


ak q 
v 4 a * 
s* LES do, ,— Floey,(@,)+A, 
(20.) .. 11089, EEE S . ww. logz.« Yu r 
7 


Die Gleichungen (19.) und (20.) lösen die zweite der anfangs erwähnten 
beiden Aufgaben des Umkehrproblems; sie enthalten den Satz: 

Der Logarithmus einer Thetafunction mit beliebiger m-theiliger Charak- 
teristik, deren Argumente Integralsummen erster Gattung mit einer beliebigen 
Zahl q von Gliedern und mit beliebigen oberen und unteren Grenzpunkten x, 
und o,(k=1,....g) sind, lässt sich symmetrisch in den Coordinaten dieser 
zei Punktsysteme darstellen durch Logarithmen von rationalen Functionen und 
durch Integrale dritter Gattung, deren Grenz- und Unstetigkeits-Punkte ausser 
den Punkten x, und «, nur noch Punkte enthalten, welche von diesen Punkten 
algebraisch abhängen. 

Gleichzeitig hat man in (16.) eine Lösung der ersten zu Anfang 
erwähnten Aufgabe. Sind nämlich « und v» zwei verschiedene m-theilige 
Charakteristiken, so folgt aus (16.) mit Rücksicht auf (8.) 


(21. FÜR, a. Fi r,) u (a) y W (ax) | 
nt FA Br B, Kl, 2 ee u) WR) 


wo B,:B, unabhängig von x, 2, ».., z, Ist”). 

Aus (16.) lassen sich in mannigfacher Weise specielle Formeln ge- 
winnen. Dabei kann man, wenn die bisher willkürlichen unteren Grenz- 
punkte der Integrale passend gewählt werden, die rationalen Functionen 
in (16.) oder (21.) auch durch Wurzelfunctionen ersetzen. Es genügt, zwei 
solcher Formeln herzuleiten. 

Erstens sei m beliebig, aber g=p und = «(k=]1,...,p). Die 
Funetion 2,(&@, 2, ::.,2,):2,.(&) ist als rationale Funetion von x definirt 
durch ihre 2» Unendlichkeitspunkte «, und «/ und durch p ihrer Nullpunkte 


x,. Man kann nun den Nenner y,(z) ersetzen durch YA,(z) (x). Dies ist 
eine Wurzelfunetion der früher besprochenen Art: sie ist von der Charak- 
teristik «, von der Ordnung 2p, verschwindet in den 2p Punkten «; und eX 


und ausserdem in gewissen festen Punkten, nämlich in jedem der r Doppel- 


*) Die Gleichung (21.) habe ich früher (dieses Journal, Bd. 89 S. 185) unter 
specielleren Voraussetzungen direet aus (8.) abgeleitet und dann (Dissertation, Berlin 1882) 
für m = 2 zur weiteren Discussion des Umkehrproblems verwandt. 


ee ug, 
Ber TE LA x 
RE ER NE RE Se 


0; 

Br 
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ee 
4 
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BR 
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punkte Ö (für den einzelnen Zweig) und in jedem der s Punkte & je in der 

Ordnung rg Der Zähler x,(®, x, . . ., x,) muss ebenfalls eine Wurzelfunetion 
v 

von der Charakteristik « und der Ordnung 2p sein mit denselben festen 

Punkten. Eine solehe Function lässt sich nach (9.) durch p+1 linear un- 

abhängige Functionen derselben Art darstellen in der Form 


3 9A Pe). 
Besti die Coeffieienten /; so, dass dieser Ausdruck für = r 
Bestimmt man die Coefficienten /; so, dass dieser Ausdruck für 2= r..... 
verschwindet, so hat man den Zähler %,(@,&,,...,x,). Hiernach kann 


man in (16.) die zwei letzten Glieder auf der rechten Seite ersetzen dureh 
den folgenden aus Wurzelfunctionen gebildeten Ausdruck 


m m 


log2+V/ Flle)... V Pr) & log Pula) Pa 


'% 


und erhält an Stelle von (21.) die Gleichung 


tv, . ” i 
(22.) ‚>. ulm, A u — ‚ Zu) ze Bu > — P(&,) er“ ] Vz, J 


5, ((&, eig Me) B, +yYBR@)... Yon) 

Zweitens sei m=2:;: g=o(2p—2) und die g Punkte «, seien die 
Schnittpunkte einer Curve P=0 vom Grade o(»n—3), die ausserdem F- 
nur noch in den r Doppelpunkten d je o-fach schneidet. Dann lässt sich 
die Function x,(z) ersetzen durch PYw,(z). Dies ist eine Wurzelfunction 
von der zweitheiligen Charakteristik « und der Ordnung g+p, deren Null- 
punkte die q Punkte «, und die p Punkte «* sind, und die ausserdem noch 
in gewissen festen Punkten verschwindet, nämlich in jedem der r Doppel- 
punkte d je (o+4)-fach (für den einzelnen Zweig) und in jedem der n—2 
Schnittpunkte der Tangente von «, mit F= 0 je 4-fach. Eine andere Wurzel- 
funetion von der Charakteristik «, der Ordnung g-+p und denselben festen 
Nullpunkten drückt sich durch q-+1 linear unabhängige Functionen der- 
selben Art aus in der Form 


(23.) YR,(@)-+V(e,e) z LYS,(&). 02 


Die Function R,(z) ist vom Grade 2e(n—3)+r—2; die Functionen S,(z 
sind vom Grade (2e+1)(2»—3) und lassen sich aus lauter g-Funetionen 
zusammensetzen. Bestimmt man die Coeffieienten /, so, dass der Ausdruck 
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(23.) für =, ..., x, verschwindet, so hat man die zu dem obigen y,() 
gehörige Function z4,(8, &,...,2,)., Da (a,x,) = 0 wird für &,= 0%. 80 


erhält man 
x = —— 1. I ——— I 7— 
(24) X, 2 +. 2) = VAR.) IL Yoz)Z+VS,(z)... YS2,(z,) 


Dieser Ausdruck ist in (16.) einzutragen, nachdem dort z,= «, gesetzt ist. 
An Stelle von (21.) tritt dann die Gleichung 


Kr ((@, nur 2) -- Bu En S (2). 75% (23) . g=ol?p—?2) 
9,(@,..., 2,)) B, Z+YS:(2,)...VSt(z,) 


Dies ist die Formel, welche zuerst von Herrn Weber*) für p=3, qg=4 
aufgestellt und zur Lösung des Umkehrproblems verwerthet, später von 


verallgemeinert wurde. 


*) H#. Weber, Theorie der Abelschen Functionen für das Geschlecht 3. Berlin 
1876. 824. 

““) M. Nöther, Math. Ann. Bd. 28, S. 367, 1887. 

***) F, Klein, Math. Ann. Bd. 36, S. 40, 1890. Die dort eingeführten Functionen 
s2(x, y) und #(x) sind nichts anderes als Combinationen von %-Functionen mit ungeraden 
Thetafunetionen (l. ec. S.43 u. S. 16). Für allgemeinere Darstellungen, wie sie in den 
obigen Formeln (19.) und (21.) enthalten sind, reichen diese Functionen $2(z, y) und 
ua(.xc) nicht aus. 
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Drei neue Beweise des Reciprocitätssatzes in der 
Theorie der quadratischen Reste. 


(Von Herrn Hermann Schmidt in Stuttgart.) 


Vorausbemerkung. 


| \ o im Folgenden schlechtweg von positiven oder negativen Resten 
einer (einfachen oder zusammengesetzten) ungeraden Zahl P die Rede ist, 
P P 
sind die Reste immer zwischen —, und +, genommen. 


i 


Dre han dan nr A 


Erster Beweis. 


Wenn p und q zwei ungerade Primzahlen sind und p die grösser 
derselben ist, so kann man die Differenz p—gq = 2» und ferner p = mn-+r, 
g=(m-—2)n+r setzen. Nun ist nach dem Gaussschen Lemma » quadra- 
tischer Rest oder Nicht-Rest von p, je nachdem in der Reihe der Reste 


nu BE u. M+-DE un... ‘2 n (mod.p 


oder 


n 28, 3, ...,. —(a+r), r, (n—r 


# 


die Anzahl der negativen Reste gerade oder ungerade ist. 


—] n n n— ] N. 
Da ! s—-n=p—>—— oder =p- tz, 5—, je nachdem » gerade 
” * )} . . Y 7 D . 
oder ungerade ist, so besteht jene Reihe im ersten Falle aus —., im zweiten 


aus en Perioden, deren jede eine Folge von positiven und negativen 
hesten umfasst; im zweiten Falle folgt auf die letzte Periode noch eine 
Anzahl positiver Reste. 

Bildet man die entsprechende Reihe für g: 


/ | g—1 
eu... Be Di abo » (mod.gq 


P - -) 


oder 
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20 N ga—nNn 
deren letztes Glied =— oder = En 


-— 


je nachdem » gerade oder un- 


serade ist, so leuchtet ein, dass die Reihe für q mit derjenigen für p über- 
einstimmt, nur dass die letztere in jeder Periode zwei Glieder, die beiden 
mittleren, nämlich ein positives und ein negatives, mehr zählt. Dies gilt 
offenbar auch dann, wenn g=r und p= 2n+r ist. In diesem Falle redueiren 
sich die Perioden der Reihe für qg auf Null oder ein Glied, diejenigen der 


keihe für p auf zwei oder drei Glieder, die oben gefundene Beziehung 


zwischen beiden Reihen bleibt aber dieselbe. 
Ist also die Anzahl der negativen Reste in der Reihe für p gleich a, 
der Reihe für q gleich b, so hat man für ein gerades » die Beziehung 


Be ee a n—] r N 
a—b =, für ein ungerades » die Beziehung a—b = r oder für beide 


Fälle a5 = ""—D (mod.2). 


Hieraus folgt: 
(n—1) D-9(p-7-9 
Gm: = Rec © 
f (=): ( =)= Fakt (2 w 1] -) = (— y° 4 
endlieh 


a BEL 0 Zu 10 Zu 2 En 


(2.2) 


Dureh eine einfache Reduetion erhält man hieraus: 


(4 8 (pP wa 2 en 2 
ar | 


Zweiter Beweis. 

Diesem Beweise habe ich einige Sätze über die Reste zusammen- 
gesetzter Moduln vorauszuschicken. 

1) Wenn p und q zwei ungerade Primzahlen sind, so gehören von 
den (p—1l)(g—1) Resten, die prim zu pq sind, je vier, nämlich zwei posi- 
tive und zwei negative derart zusammen, dass ihre Quadrate gleich oder 
eongruent nach dem Modul pg sind. 

Sind nämlich +a und —a zwei entgegengesetzt gleiche Reste von 
p und +5 und —b ebensolche von g, so werden durch die vier Congruenzen 


ur 
N 
En 
ER 
sr 
ER 
5% 
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z;, =+a (mod.p) und =+b (mod.g), 
Tr =+ta (mod. p) und =-—b (mod.g), 
Zr = a (mod.p) und =+b (mod.g), 
zy=-a (mod.p) und =—b (mod.g) 


vier verschiedene Reste 2,, 27, Zyrr, Cr bestimmt, deren Quadrate sämmtlieh 
—= a’ (mod.p) und = b’ (mod.g) und demgemäss auch demselben Quadrat nach 
dem Modul pgq ceongruent sind. Dabei ist 2, = —r,, und 2, = —x. Wir 
nennen die vier Reste £,, £yr, Lırrs Try Conjugirt. Indem man nach einander 
Br 


) 


4 . r . er . r . G- | . 
für a die Zahlen von 1 bis ‚für 5 die Zahlen von 1 bis er ein- 


setzt, erhält man sämmtliche (p —1)(g—1) Reste von pg. Die Anzahl der qua- 

dratischen Reste von pg, die unter diesen (p—1)(g—1) Resten sich befinden, ist 
e pl qg-1 er u. \ | ; 

gleich —5—--—,—-: Denjenigen positiven Rest von pq, der dem Rest ] 


— - 


eonjugirt ist, bezeichnen wir ein für allemal mit «; derselbe ist nach der 


einen der beiden Primzahlen = +1, nach der anderen —1. 
an P— g—1 i 
2) Wenn die beiden Zahlen —;— und ,- ungerade sind, so ist 


von je vier eonjugirten Resten einer ein quadratischer nach dem Modul pg. 


[3 [2 “ * * * r | 
die drei anderen sind nieht quadratisch. Ist von den beiden Zahlen 
g—1 . . 5 i . a a . . . . 
5; die eine gerade, die andere ungerade, so sind von je vier conjugirten 


_ 


. . . r 7—] J]- 1 
Resten entweder zwei quadratisch oder gar keiner. Sind s— und es 


beide gerade, so sind vier conjugirte heste entweder alle zugleich quadra- 
tisch oder gar keiner. 


= 3 : ü R h —] \ 2 
Es sei wieder a eine der Zahlen von 1 bis "Z—, b eine der Zahlen 


ku 
*) 


° )- { 
von 1 bis ar und . 


beide ungerade, so ist von den beiden Zahlen +a und —a die eine, ea 


DEP e 2. 
‚ ferner seien e und € gleich +1. Sind nun 


quadratischer Rest von p, die andere —ea nicht; ebenso ist von den Zahlen 
+b und —b die eine eb quadratischer hest von q, die andere —eb nicht. 
Macht man nun x, = ea (mod.p) und eb (mod.g) so ist x, quadratischer 
est von pq, die conjugirten Reste sind aber sämmtlich nicht quadratisch. 


. * r —] 0—]J . . . . 
Ist eine der beiden Zahlen "I und -75-, beispielsweise die erstere. 


_ 


gerade, so sind +a und —a beide zugleich entweder quadratische Reste 
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von p oder nicht. Ist sodann wieder #6 quadratischer Rest von q, und 
macht man x, = +a (mod.p) und = eb (mod.g) und z,, = —a (mod.p) und 

eb (mod.g), so sind im ersten Falle x, und x,, quadratische Reste von pg, 
dagegen 27, und 27, nicht; im zweiten Falle, wenn +a und also auch —a 
nicht quadratische Reste von p sind, können auch die Reste x,, 27, Zr, Kır 


nicht quadratische Reste von pg sein. Sind endlich id und m — beide 
gerade, und es ist +a also auch —a quadratischer Rest von p, +5 also 
auch —b quadratischer Rest von g, so sind offenbar alle vier eonjugirten 
este, die = +a (mod.p) und = +b (mod.g), quadratische Reste von pg, in 
allen anderen Fällen nicht. 

3) Bezeichnet man mit P,, das Produet sämmtlicher positiven Reste, die 


a. 4 a: A p—] g—] TEE DG? m " \ 
prim zu pg sind, so ist, wenn —.—, 5 beide gerade sind, P,, =+ 1(mod.pg) 


in allen anderen Fällen ist P,, = +« (mod.pg) nämlich = +1 (mod.p) und 
— f \ ‘ 1 ıyratna % > > N u 1 3 ‘ 27’02 
= +1(mod.g). Da im ersten Falle P,,(mod.p) = P,, (mod.g). in den anderen 
Fällen P,,(mod.p) = —P,,(mod.g), so kann man diesen Satz auch wie folgt 
aussprechen: 


= g+1 ] 
\ TEE . 


(P,,(mod.p)).(P,,(mod.g)) = (-1) ° ° 


p—]1 g—1 
und % 


Sind nämlich beide gerade, so sind +1 und —1 


beide quadratische Reste von pg. Man hat also vier Reste von pg, deren 
(Juadrat —1 (mod.pg), von diesen sind zwei positiv; ist einer derselben 


gleich ?, so ist der andere gleich + «?, wobei @ = 1(mod.pg). Man hat somit 


vier positive Reste 1, «, P, +«P, deren Produet = +1(mod.pg). Von den 

übrigen positiven Resten von pg gehört offenbar zu jedem, a, ein von ihm 

verschiedener, b, derart, dass ab = +1(mod.pg); das ganze Product P,, ist 
p— 

) 


Eu 


also = +1l(mod.pg). Ist dagegen wenigstens eine der Zahlen und 


„ ungerade, so ist —1 kein quadratischer Rest von pg, und in diesem 


Falle lassen sich, von den beiden Resten 1 und « abgesehen, alle übrigen 
positiven Reste derart zu zweien gruppiren, dasab=+tlab'=+lu.s. w. 
nach dem Modul pg. In diesem Falle ist also das Produet P,, = +« (mod.pg). 

Um das Vorzeichen von P,, (mod.p) und P,, (mod.g) zu bestimmen, 


verfahren wir wie folgt: 


b 
3 
= 
he 
ER 
1: 
Br. 
Bi 
Sr 
B; 
es 
Fit 
Beh 
2: 
2 
FRR 
RR 
A 
BE 


x 


0 





D 
Fi 


= 
ER 
Br 








Schmidt, drei neue Beweise des Reciprocitätssatzes. 11] 


Wenn wir für den Modul p das Product bilden 


1.2.3...(p-1).(p+)(p+2)...&p-D@p+1...(p- 122-1 


J 


1 
so ist der Werth desselben (—1) *° (mod.p). 
Vergleicht man dieses Produet mit P,, so bemerkt man zunächst. 
> 


.) 


dass beide Produete dieselbe Anzahl von Gliedern haben. nämlich p 


das erstere kann man aber aus P,, ableiten, indem man dieses mit den 


i ’ p—1 ey A 
Faetoren g.29.3g°*- 5 g multiplieirt und durch die Faetoren 


(p- a +1)-(p- mi. H2)---(p- 1- | E | ) 


dividirt. 
Auf den Modul p zurückgeführt ergiebt sich demnach folgende 


Gleichung: 








1 Be 
1)’ =P,„' - (mod. p) 
FE SOOR and 
oder i 
ur 
(1)? = P,(moa.p-(7) 
oder 
(I.) P,,(mod.p) = & )(—1) + 
Ä | p 
Auf dieselbe Weise erhält man 
p— 
(11.) P, (mod.g) = als | 
Der Beweis des Reciprocitätssatzes ergiebt sich aber aus diesen beiden 
Gleichungen (I) und (II) unmittelbar. Durch Multiplieation erhält man 
nämlich 
ER 
(2.2). 7° ° = (P,,Cmod.p)).(P,, mod.g)) 
. 
= (1) ° 


und hieraus 
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Dritter beweis. 
Wenn eine Zahl « quadratischer Rest oder Nichtrest der ungeraden 
Primzahl p ist, so ist sie es bekanntlich auch für jede Potenz von p, also 


rar 


p"—] 


Bildet man nun für die Zahlen, die prim zu p* sind, von 1 bis —,— die 
Reihe der Reste 
eo 20, 30, :.. (p-l)la (p+lle, ..., Pr Fa (mod.p”). 


so lässt sich mit einer Erweiterung des Gaussschen Lemmas, deren Zulässig- 
keit von selbst einleuchtet, sagen, dass « quadratischer Rest oder Nichtrest 
von p” ist, je nachdem die Anzahl der negativen Reste in dieser Reihe 


. . . . . a 
eine gerade oder ungerade ist. Wir bezeichnen diese Anzahl durch w( =) 


und erhalten somit 


»( < =u($ )=y v(4.) a =) (mod.2). 


1» . 0 . a . . 
Wir bezeichnen ferner durch “=) die Anzahl der negativen Reste, 
die in der Reihe enthalten sind: 
‘) 1 n 
a, 20, ..., (p-1l)la, pa, (p+l)a, ..., —5— (mod.p"), 


welcher die durch p theilbaren Glieder nicht ausgeschlossen sind. Heben 
wir aus dieser Reihe wieder die durch p theilbaren Glieder heraus 


u e en. a (mod.p”), 


so ist die Zahl der negativen Reste in dieser letzteren Reihe offenbar die- 
selbe wie in der Reihe 


Laer 


a 24, ».., (p-1lla pa (p+1l)a ..., a (mod.p””"). 


Man hat also Fi = = v( )+ Pr Fe ) und hieraus 


Irre) 





in 


in 
e) 





de hi ea U a Bu Al un Dal a dns > 2 u u Ze re nu an te 
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Bezeichnen wir überhaupt, wenn P eine beliebige ungerade Zahl und 


a prim zu P ist, mit Fr 5.) die Anzahl der negativen Reste in der Reihe 


’ P—1 
E „0 5a (mod.P), 


> 


’ : r . P-1 ie 
in welcher a mit allen Zahlen von 1 bis ——;— multiplieirt erscheint, und 


PL, 


. a . . o | | 
mit w( B ) die Anzahl der negativen Reste der Reihe a, 2a, .... a (mod.P), 


.) 
in welcher a nur mit den Zahlen, die prim zu P sind, multiplieirt wird, so 
erhalten wir auf dieselbe Weise wie oben, wenn p, p', p", .... ungerade Prim- 


zahlen sind. 


JEDER TER) 


er ) ig ea Eee )+ v pp" )4 rt v(,)+ v(, )+tw( 7) 


uU. Ss. W. 


a . a a ı( | ) | 
Nun ist aber v(-,, ) jedenfalls gerade, da a7) = 1 (mod.p 


und = 1 (mod.p’) also = 1 (mod.pp‘), und wenn man die positiven Reste, die 
prim zu pp’, je mit a multiplieirt und die Produete durch die zugehörigen 
Reste ersetzt, der Quotient der neuen Restreihe und der anfänglichen gleich 
Eins sein muss. Man hat also 


7 a ‚a (G“\_, 
Fi ) = w\ )-+ ui - } mod. 2), 
pp A > An 


ebenso 


a a a a / \ 
r( r) -_ w( )+w( -)+ w( *) mod.2) u. s. w. 
pp p . p p ; 
Nun seien p und q zwei ungerade Primzahlen, von welchen wenigstens 


e . . > ‘ ° an 0 ( 
eine, beispielsweise p, = 3 (mod.4) ist. Es sei ferner ( £.) == +, ai 
Ä p £ 


vi Zu 

q ° =e+2mp gesetzt. Ist g ebenfalls = 3 (mod.4), so istqg ° =3 (mod.4); 
p—1 

ist g= 1 (mod.4), so ist qg ” =1(mod.4). Ist also e= +1, so ist für 

q=3 (mod.4) m ungerade und für q = 1 (mod.4) m gerade; ist dagegen 

e=—1, so ist gerade das Umgekehrte der Fall. Man kann alle Möglich- 
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keiten zusammenfassen in der Gleichung 


The Be ae, 
1) G)em-e.c-V=-e)?e() 7, 
gl 
Wenn e= +1, also p ° =1+2mp, so bilden wir, um "-r) 
1 


> 


zu bestimmen, die Reihe der Reste 
pP, 2, :..:. m, (m+l)p, ..., 2m, p-l, 
2mp—1. Wr ...,. (mod.(2mp-+1)), 


Pa tr ac " u a p—1 “. 
deren letztes Glied = mp.p = (2mp+1) F—— +mp Pt ist. 
. . a I — . 
Diese Reihe besteht offenbar aus ! 5 Perioden von Resten, deren 


jede m positive und m negative umfasst und zu welchen noch m positive 
Schlussglieder kommen. Es ist also 


(oc 


Wenn e=—1, also 6 = -1+42mp, so erhält man die Reihe 
pP, 2, ::, (m-1p, m, :...@m-1)p), 1 pHl, 
(m—-D)p+1l, mp+l, ..., ng 2, p+2, 


deren letztes Glied = (mp—1)p = (2mp -1) ur l mp FI. 


l . 
> Kutaes von Resten, deren erste 


— 


e o . D— 
Auch diese Reihe umfasst P 


1 positive, m negative, die anderen alle je m positive und m negative 
Reste zählen, während auf die letzte Periode noch m positive Reste folgen. 
Auch in diesem Falle ist somit 


Nun ist 


wobei 


D 


fo 
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Da Br der Voraussetzung gemäss ungerade ist, so ist 
D a f ) : z \ 
w(! ya ". ‚ (mod.2)= m (mod.2), 
q Y j h , 
‚ Eu 
folglich 
ii»! i 
( Be La 
A.) _ nr = (—]) 
Dies mit der Gleichung (II.) multiplieirt, giebt: 


a ee a 


Sind beide Primzahlen p und g= 1 (mod.4), so giebt es nach dem 


von Lejeune Dirichlet bewiesenen Satze immer eine Primzahl qg = 3 (mod. 4 
von der Beschaffenheit, dass qq = 1 (mod.p) oder qq’ = 1+ 2mp. 
ve . ' \ e( P\ p—] 
Wir bestimmen hieraus, ganz wie oben, 4 -)=m —5—, woraus 
ug Y, 
sogleich folgt: 
) i 4 ) —] / . / 1 
w( [ )+w(#) — m! = mod.2)=0 (mod.2 
q P\7 er: ’ | 
oder 
(P) Mu N 
\ ( Sa g 7 
1 1 
rn . . f g 
Aber nach dem ersten Theil unseres Beweises hat man (- 
4 pP 
‘ Q '— f n\f (I) (1) ‘ > 1+ 
und aus gg = 1 (mod.p) folgt um ec Man hat somit 
AUTERE IN 
q/ \g A: p / \n 
Anmerkung 1. Für den Fall, dass beide Primzahlen = 5 (mod.S8) sind. 


lässt sich der Satz ohne eine Hülfsprimzahl ganz auf dem im ersten Theil 
dieses Beweises eingeschlagenen Wege beweisen. Denn wäre in diesem 


N ) 2 C .. . . . rY p } 

Falle (4 ) nicht = ( . ). so wäre einer dieser beiden Werthe. etwa \ )=+1 
4 ] 
g—i z—l 

oderp ° =+1(mod.g), folglich p * = +1 (mod.g). Nunmehr findet man 

>. o DD q ae f IN ‘ gr ann  Iat ‘ N" 44 4 \ 
wieder 7% — \=0 (mod.2), und da ungerade ist, auch w( - )= (0 

u Zr p / 
=” 

(mod.2) oder (2 ) Te  . )- 
a de p ’ \ q 


19” 
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Anmerkung 2. Aus den Sätzen, die ich diesem dritten Beweise vor- 
ausgeschickt habe, liesse sich leicht auch ein Beweis des verallgemeinerten 
Reciproeitätssatzes ableiten. Doch begnüge ich mich, darauf hingewiesen 
zu haben. 


Zusatz. 


Unter Beibehaltung der Grundidee, von welcher ich,bei diesem 
direeten Beweise ausgehe, lässt sich derselbe auch ohne Zuziehung der 
Untersuchungen von Lejeune Dirichlet ganz durchführen, wenn wir uns der 
sogenannten vollständigen Induction bedienen. 

Ich schieke dabei folgendes Lemma voraus: Es sei P eine positive, 
ungerade, im übrigen beliebig zusammengesetzte Zahl und a prim zu P, 


i \ A . Fr 
es werden ferner wie oben die Reste nach dem Modul P zwischen — ,- 


r a . j [ 
und ---, genommen und durch N =) die Menge der negativen Reste be- 


) 


zeichnet, die sich in der Reihe 


ER E32 a (mod.P) 


. A . P-1 
vorfinden, wobei a der Reihe nach mit allen Zahlen von 1 bis —, - mul- 


. » * . » da . . [ 
tiplieirt ist, ferner durch Ta 5-) die Menge der negativen Reste, die von 
jener Reihe noch übrig bleiben, wenn daraus alle Glieder, die nicht prim 
. . i . . a‘ a u 
zu P sind, ausgeschieden werden: Alsdann ist Pl D ) = zy(“ ) wobei sich 


das Summenzeichen auf » bezieht, für welches der Reihe nach alle Divi- 
soren der Zahl P zu setzen sind, ausgeschlossen 1 aber eingeschlossen die 


Zahl P selbst; ferner ist Fr 5) => v(-, )(mod.2), wobei sich das Summen- 


zeichen auf p bezieht, für welches der Reihe nach alle Primfactoren von P 
zu setzen sind, und zwar jeder einzelne so oft, als er in dem Product P 
vorkommt. 

Beweis. Wenn d\,, O4 Ohm +++, 0, die sämmtlichen Factoren von P 
sind, ausgeschlossen P selbst, aber eingeschlossen die Einheit, wenn ferner 
P=d,n, = On, == 0d,n, gesetzt wird, so stellen »,, 24, - . ., 2, ebenfalls 
sämmtliche Faetoren von P dar, ausgeschlossen jedoch 1, aber eingeschlossen 
P selbst. Nun lassen sich bekanntlich die sämmtlichen Zahlen von 1 bis 
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P-1 in v Gruppen theilen, je nachdem sie Ö, oder d,., ..., 0, als grössten 
gemeinschaftlichen Divisor mit ?P haben; dabei ist die Menge der Zahlen, 
welche in die Gruppe m (mit dem grössten gemeinschaftlichen Divisor d,) 
gehören, gleich y(n,,), wobei p die bekannte Bedeutung hat; ebenso lassen sich 
die Zahlen von 1 bis in v Gruppen theilen, wobei in die Gruppe m 


ip(n,) Zahlen gehören. 
Wenn man jetzt aus der oben aufgestellten vollständigen Reihe der Reste 


P—1 


eo 20, 386 -..., —5-a (mod.P) 


diejenigen der Gruppe m heraushebt: 


ad,, 2ad Er en —1)a0, (mod.P), 


m 


m» 


so befinden sich darunter offenbar eben so viele positive und negative Reste 
wie in der Reihe 


P P 
ME en ie —1)a (mod. , ) oder (mod.n,,). 


. . . . “ . P . . . . 
wobei a nur mit denjenigen Zahlen von 1 bis 4(-, -1) multiplieirt ist, 
die prim zu n, sind. Die Anzahl der negativen Reste in dieser Reihe ist 

a r ’ x . . . 
aber = w(- ). Der erste Theil unseres Satzes ergiebt sich hieraus ohne 


Weiteres: 
er) = zu5). 


wobei für » der Reihe nach alle Factoren von P zu setzen sind, aus- 
geschlossen 1, aber eingeschlossen P selbst. 

Wenn nun einer dieser Factoren » zwei oder mehrere verschiedene 
Primfactoren p,, Pu, ... hat, wenn also »=pr.p/, ... ist, so ist bekanntlich 


ya) = (m—1)pi” (Pu—-l)pi - >; 
Io(n) ist daher theilbar sowohl durch (p,—1)pi als durch (pı—1)pi 
u. 8. w., d. h. sowohl durch y(pf) als durch y(pf,) u. s. w, es ist also auch. 
wenn a, wie vorausgesetzt, prim zu P und daher auch zu » ist, 


art (medp)=i (mod.pi)=:--, 


mithin a") = 1 (mod.n). 
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Da aber 
a.2a a 
a 
2 
wobei in der Reihe 1, 2, ... nur die Zahlen zu nehmen sind, welche prim 
zu » Sind, so muss in der Reihe a, 2a, ..., a die Zahl der negativen 


Reste (mod.») nothwendig eine gerade sein, es ist also in diesem Falle 
fa . 
pP )= 0 (mod.2). 
2 ) 
Scheidet man daher aus der Gleichung 
’ a a 
(3) = zu() 
P Y n 
auf der rechten Seite alle diejenigen Glieder aus, bei welchen » aus zwei 


oder mehreren verschiedenen Primfactoren zusammengesetzt ist, und zieht 
man in Betracht, dass, wie oben schon dargethan wurde, 


w =y\—)J=v(—)--: (mod.2), 
so erhält man auch den zweiten Theil unseres Satzes, nämlich 


Fi 5) —— zy(7) (mod. 2), 


wobei für p die sämmtlichen Primfactoren von P zu setzen sind, und zwar 
jeder so oft, als er in dem Produet P vorkommt. 
Diese letztere Gleichung entspricht insofern der von Jacobi einge- 


r r . a 
führten Verallgemeinerung des Legendreschen Symbols als ae 5) gerade 


oder ungerade wird, je nachdem der Werth des Symbols (>) = +1 oder 


— —1 ist. 
Noch mag bemerkt werden, dass wenn P und Q prim zu einander 
sind und a prim zu P und O, auch 


Je — r(5)+ r(5) (mod. 2). 


Und nunmehr gehen wir zum Beweis des Reciprocitätssatzes über. 
Wir nehmen an, derselbe sei bewiesen für jede Combination von je 
zwei Primzahlen p und p,, die kleiner sind als die Primzahl q, und werden 
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nun zeigen, dass derselbe auch gilt für jede Combination von q mit eineı 
der Primzahlen p. 
Wir bemerken zuvor, dass nach unserer Voraussetzung auch der ver- 


l 3—] 


P 
h i u P 0 ade 
allgemeinerte Reciprocitätssatz (7 )-( P ) = (—1) gilt, wenn P und 
O0 nur aus Primzahlen zusammengesetzt sind, die kleiner als g sind. 
Nach der im Vorstehenden eingeführten Bezeichnung lässt sich deı 
oO > 
einfache Reeiprocitätssatz in folgender Congruenz aussprechen: 


) pP, \__ p-1 —1l , ’ 
v(r)+ w( n ) =; u 5 (mod.2). 
und der verallgemeinerte wie folgt: 
P : P—1 0-1 | 
Mor n) = > 2 (mod. 2). 
Nun lässt sich immer die Gleichung 
pP = pn-+e, wobei e= +1, 


derart auflösen, dass y ungerade und <-p ist; dann ist » gerade. 
Für e= +1 ist nun gg quadratischer Rest von p und daheı 


v(5)t+w(F)=0 (mod.2), 


Für e= —1 ist, wenn p =1 (mod.4), ebenfalls gg quadratischer Rest 


f} 


von p, dagegen nicht, wenn p=3 (mod.4); für beide Fälle hat man 


v(7)+v(R) = wu (mod. 2). 


Alle Fälle (für <= +1 oder = —1) lassen sich zusammenfassen in 


die Congruenz 


(1.) v(L)+y(2) = 5° ?7- (mod.2) 


Da ferner 9 <Zp, also auch <g ist, so gilt für p und g der ver- 
allgemeinerte Reeiproeitätssatz; es ist also 


(II.) v(#)+ Me) = ı— 1 P = (mod. 2), 
endlich ist 
rt = v(? )+ .r (mod. 2), 


han 2 izpE v3 in - Any r neostiven Reste. die 
abeı vr) = ” ist gleich der Anzahl der negativen heste, die 
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in der Reihe 


u ie ei (mod.(prn-+ e)) 


enthalten sind. Diese Anzahl lässt sich aber wie oben (im dritten Beweise) 


: ieh n p—1 
bestimmen, sie st =: — - Man hat daher 


III.) v(R-)+ or — 2.2 (mod. 2). 
Unter Berücksichtigung dessen, dass a+b=a-—b (mod.2) und für 
ein ungerades « ab=b (mod.2) erhält man aus (].) und (II.), indem man 
links (1.) von (Il.) subtrahirt, rechts addirt: 


we et C0d2), 


und indem man (IV.) von (III) subtrahirt, nachdem man auf der rechten 
Seite bei (III.) mit p, bei (IV.) mit q multiplieirt hat, 


NEDEZTEDE Eu Zee 


% 
2 2 


eg—e p—l 
u 


| 


—1 p—l 
= r (mod.2). 


Der Satz gilt also auch für p und q, und da er für die Primzahlen 3 und 
5 gilt, so hat er auch allgemeine Gültigkeit. 
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Ueber die Reductibilität linearer homogener 
Difterentialgleichungen. 


(Von Herrn M. Hamburger.) 


In der Arbeit „Ueber den Begriff der Irreduetibilität in der "Theorie 
der linearen Differentialgleichungen“ im 76. Bande dieses Journals*) hat 
Herr Frobenius folgenden merkwürdigen Satz aufgestellt: 

„Wenn von zwei verschiedenen Integralen einer homogenen linearen 
Differentialgleichung mit eindeutigen Coefficienten das eine ein homogener 
linearer Differentialausdruek mit eindeutigen Coeffieienten von dem anderen 
ist, so ist die Differentialgleichung reduetibel.“ 

Nach der von Herrn Frobenius festgesetzten Definition heisst eine 
lineare Differentialgleichung mit eindeutigen Coefficienten reduetibel. wenn 
es eine lineare Differentialgleichung niedrigerer Ordnung mit ebenfalls ein- 
deutigen Üoefficienten giebt, mit der die erstere ein Integral gemein hat. 

Von dem angeführten Satze, der durch seine Anwendung in den 
neueren Untersuchungen des Herrn Fuchs*”) besondere Bedeutung erlangt 
hat, hat Herr Frobenius a. a. O. einen indirecten Beweis gegeben. Im 
Folgenden soll der Satz auf directem Wege abgeleitet werden, wodurch 
zugleich Aufschluss gewonnen wird über die Natur der Differentialgleichungen 
niedrigerer Ordnung, mit denen die gegebene Difterentialgleichung Integrale 
gemeinsam hat. 

Sei P(y)=0 eine homogene lineare Differentialgleichung „ter Ord- 
nung in y mit eindeutigen Coefficienten in x. Zwischen zwei von einander 
linear unabhängigen partieulären Integralen y, und n, bestehe die Beziehung 


(1.) n, = Ayyı + A + +A,y. 


*) S. 268. 
rn S. die Abhandlungen „Zur Theorie der linearen Differentialeleichunsen* Sitzunes- 
berichte der Berl. Akademie 1888 u. 1889. 


Journal für Mathematik Bd. CXI. Heft 2. 16 
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: ' a ' d* 
wo Ay, A, ... ebenfalls eindeutige Funetionen von z bedeuten, m 
I op“ 


und v Zn—1 ist. 


Die Anzahl der von einander unabhängigen Zweige der Function y, 
kann nicht grösser als » sein. Ist sie kleiner als », dann genügt y,, wie 
Herr Frobenius*) gezeigt hat, einer linearen homogenen Differentialgleichung 
niedrigerer als der »ten Ordnung mit eindeutigen Coeffiecienten; in diesem 
Falle ist also die gegebene Gleichung P(y) = 0 gewiss reductibel. 

Wir nehmen jetzt an, dass die Anzahl der unabhängigen Zweige 
von y, genau gleich » sei, und zwar seien 


Yır Ya +, Im 
n solcher Zweige. Durch die Umläufe der unabhängigen Variablen x, 
welche diese Zweige hervorbringen, möge die Function n, bezüglich in die 
Zweige 


Man May | +.2. 


In 
übergehen. Bei diesen Umläufen von x geht die Gleichung (1.) mit Rück- 
sicht darauf, dass die Coeffieienten A,, A,, ... ungeändert bleiben, in das 
System von Gleichungen 

(2.) 7, = Ayı + Ay ++ A,yi (k=1,2...,n) 
über. 

Es kann nun der Fall eintreten, dass die Funetionen n,, ..., n, nicht 

unabhängig von einander sind, zwischen ihnen also eine Gleichung 


eo MmTaEmTt ten, = V 
mit constanten Ooeffieienten besteht. Setzt man**) 

GYyıtrayat'+Cc,Yy. = u, 
so erhält man in diesem Falle aus (2.) durch Multiplication mit ec, und 
Summation über &k: 

A,u+ A, W"+:-+A,u” = (0. 
Da somit das Integral « der Gleichung P(y) =0 eine Differentialgleichung 
niedrigerer als »ter Ordnung mit eindeutigen Coeffieienten befriedigt, so ist 
im betrachteten Falle die gegebene Gleichung reduectibel. 

Sind aber die » Zweige 7, ..., n, linear unabhängig von einander, 


*) 8.» U. 8. 243. 


**) Vergl. Fuchs, Sitzungsberichte der Berliner Akademie 1588 S. 1275. 
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so besteht, da die Integrale y,, ..., 9, nach unserer Voraussetzung ein Fun- 
damentalsystem bilden, jedenfalls das System linearer Gleichungen mit 
constanten Üoefficienten: 
n. = AıYı Gay "+ G.Yns 
woraus mit Einführung einer neuen Uonstanten » folgt: 
(3.) M—ON = Auf tr tlaun— wo) ++ ang, 
Bestimmt man nun w als Wurzel der Gleichung 


d,,— 0 . B . A,, 


l 


A = A), 
A,; ... u. 


so kann man » constante Grössen €. ... c,, so wählen, dass die Beziehung 


e(m—-wy,)+"+tec,(n,—wy,) = 0) 
besteht. Die Grössen e genügen dem Gleichungssystem 
6,01 ',+6,0,, = 10: ... GG,.Tt°"+c,a. = 0,0. 
Setzt man daher 
GYyıt+cy. = u, 
so wird 
an+t:-+te,n, = wu, 


und man erhält aus (2.) durch Multiplication mit ec, und Summation über 
von 1 bis x: 
ou = Aut A, uW+--+4A,u. 


also eine lineare Differentialgleichung vter Ordnung (vr <nr) mit eindeutigen 
Coeffiecienten, mit der die Gleichung P(y)=0 ein Integral gemeinsam hat. 
Die Reduetibilität der gegebenen Differentialgleichung unter der Voraus- 
setzung, dass zwischen zwei Integralen derselben eine Relation von der 
Form (1.) besteht, ist hiermit in allen Fällen erwiesen. Wie man sieht, 
tritt der vorige Fall in den zuletzt betrachteten ein, wenn die Gleichung 
J=( eine Wurzel »=0 hat. 

Die Eizenschaft der gegebenen Gleichung P(y) = 0, mit der Gleichung 

oy = Auyy+Ay' + +A,y” 
ein Integral gemein zu haben, ergab sich als eine Folge der Voraussetzung, 
dass das in der Relation (1.) auftretende Integral y, » von einander linear 
unabhängige Zweige besitzt. Ein Blick auf den Gang der vorangehenden 
Entwickelung zeigt indess, dass es für die gedachte Eigenschaft schon hin- 
16* 
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reichend ist, wenn eine Relation von der Form (1.) mit denselben Coeffi- 
eienten A für » von einander linear unabhängige Integrale y, stattfindet, auch 
ohne dass diese Integrale verschiedene Zweige einer einzigen Function sind. 

ie constante Grüsse ®, die von den linearen Relationen abhängt, 
welche die verschiedenen Funetionen Y,, ..., y, mit den entsprechenden 
Funetionen 7,, ..., 7, verknüpfen, hat sich als eine Wurzel der transcen- 
denten Gleichung #=0 ergeben. Man kann für sie aber auch eine alge- 
braische Gleiehung erhalten, indem man die Bedingung des simultanen 


ben) 


Bestehens der Differentialgleichungen 
Py)=V und fy)=(A-o)y+Ayt+A,y” = 0 
aufsucht”). 
Da nämlich die Gleichung f(y) = 0 durch #« = ey, + -+c,y, befriedigt 
werden muss, so besteht die Gleichung 


Keayıt+tey)= afyı)t+te,fy) =, 


woraus nach einem bekannten Satze folgt, dass die Determinante 
d°flyi) (K)/ k=0,1,...,n—1 
= Il a an 


dx 
verschwinden muss. Indem man mit Hülfe der Gleichung P(y)=0 die 
Ableitungen »ter und höherer Ordnung von y durch diejenigen niedrigerer 
Ordnung ersetzt, erhält f“’(y) die Form 
f"@) = Biy+ By + +B_1y"", 

so (dass 

Byy+Biy' + +B,_ıy" 
mit 

(A,-w)y+ Ay + +4A,y” 
identisch ist. Die Grösse kommt, wie leicht ersichtlich, nur in BD} unter 
den Coeffieienten B vor, und zwar linear in der Form M,—w, wo M, eine 
Funetion von x ist. Nun ist 


k=UV, 1, ..., n—1 
/ N } ’ VIREN A (k) — ( n— 
(4.) | a” Bi \y! . =" n ) 
Da |y!”| von Null verschieden ist, so muss 
RN 
IB| = 


sem. 


*) Vol. Escherich, „Ueber die Gemeinsamkeit partieulärer Integrale“ Denkschriften 
der Wiener Akademie Bd. 46 8. 61ff. 
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Herr Escherich hat a. a. O. die wichtige Bemerkung gemacht. dass 
diese Gleichung auch die hinreichende Bedingung für die Existenz gemein 
samer Integrale von fy)=0 und P(y)=0 ist. Denn aus |B ) folgt 
nach (4.) |f”(y,)|= 0. Das Verschwinden dieser Determinante hat aber, wii 
unseres Wissens zuerst Herr Christoffel”) gezeigt hat, zur Folge, dass 
zwischen den Funectionen f(y,), -- -, f(y,) eine lineare homogene Relatioı 
mit constanten Üoefficienten besteht: 


— ‘4 \ | » \ > ur N - / > ) j 
V=afy)+tafy)+t+ecfy) = Keayıt+ec.y 
ohne dass die ce sämmtlich verschwinden. Also existirt jedenfalls stets ein 
Integral 
u = CYıt + C.Yn; 
welches P(y) = 0 mit f(y) =0 gemeinsam hat, wenn die Gleichung |B () 


erfüllt ist. Diese Gleichung ist in vom »ten Grade, der Coefficient von 
o" ist (—1)”. Damit alle ihre Wurzeln, die mit denen von 4 = überein- 
stimmen müssen, constant werden, ist nothwendig, dass die Coeffieienten de: 
anderen Potenzen von w in |5}| ebenfalls von z unabhängig werden. 
Sind die Wurzeln ®,, ..., ®, alle von einander verschieden, so erhält 

man » Gleichungen 

(9.) (A—o)y+Ay+-+Ay” = (0, f=1,2 ) 
mit denen P(y) = Integrale gemeinsam hat. Ist ferner y, ein Integral. 
welches die kte Gleichung (5.) mit P(y) gemeinsam hat, so sind 9, .... % 
von einander unabhängig. Denn bestände zwischen ihnen die Relation 


oO 


G%, Yyı Tr’ TCc.9. > V, 


so erhielte man aus 
(A,—@,)y,+ A, yı ++ A,yi” = UV 


dureh Multiplieation mit ec, und Summirung über k von 1 bis n: 
0 Yy +94 -+c,0,Yy. = V, 
und vermöge dieser Gleichung durch Multiplieation der vorigen Gleichung 
mit c,o, und Summation: 
oyı tom y++c,w,Y, = UV), 
und nach demselben Verfahren weiter 


WW yo Ya +C,w,Yy. = V Be nn Mi) 


*) Dieses Journal Bd. 55 S. 293. Später hat Herr Frobenius den Satz von neuem 
bewiesen (dieses Journal Bd. 76 S. 238). 
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und da wegen der Verschiedenheit der Wurzeln w,. ..., w, die Determinante 
oo, @=0,1,...,»r—1l; k=1,2,...,») nieht verschwindet, so muss 


sein. 

Daraus aber lässt sich beweisen, dass P(y) = 0 mit keiner der Glei- 
chungen (5.) mehr als ein Integral gemeinsam haben kann. Denn hätte 
z. B. die Gleichung 

(A-o)y+Ay-+-+A,y” = 0 
mit P(y) = zwei von einander unabhängige Integrale y, und y, gemeinsam, 
und die Integrale, welche die übrigen »—1 Gleichungen (5.) mit P(y) = 0 
gemein haben, wären der Reihe nach 9;, ..., %,;,1, So müssten diese nach 
dem eben bewiesenen Satze unter einander und von y, und y, verschieden 
sein. Dies ist aber nieht möglich, da zwischen +1 Integralen von P(y) = 0 
stets eine lineare helation bestehen muss. 

Haben aber zwei lineare homogene Differentialgleichungen nur ein 
Integral gemeinsam, so kann man dieses durch blosse Quadratur erhalten. 

Besteht also eine Relation von der Form (1.) mit denselben Üoeffi- 
cienten A für » verschiedene Integrale y, was z. B. eintritt, wenn y, in der 
Relation (1.) » verschiedene Zweige hat, und sind die Wurzeln der zu- 
gehörigen Gleichung für » alle von einander verschieden, so können sämmt- 
liche Integrale der gegebenen Differentialgleichung P(y) = durch blosse 
(Juadraturen erhalten werden. 

Die Gleichungen 

(6.) f"y) = Biy+ Biy + +B,_.,y"” =0 


dienen dazu, das jeder Wurzel ® von |B}| = 0 entsprechende und, wie oben 
gezeigt, stets existirende Integral zu ermitteln. Denn da für eine einfache 
Wurzel ® die Unterdeterminanten (»—1)ten Grades von |B}| nicht alle zu- 
gleich verschwinden können, so sind a—1 der Gleichungen (6.) von ein- 


ander unabhängig, und man erhält durch deren Auflösung den Quotienten 
y.:y gleieh einer eindeutigen Function von x. 

Aus der obigen Betrachtung geht hervor, dass auch einer vielfachen 
Wurzel o,, falls für sie die Unterdeterminanten (a—1)ten Grades von |B}| 
nieht alle zugleich verschwinden, ein Integral zugehört, für welches y':y 
sleich einer eindeutigen Function von x ist, und welches wir «, nennen 


wollen. Was die anderen zu dieser Wurzel. die eine «-fache sein möre., 
: N be) 
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sehörigen Integrale betrifft, so bemerken wir zunächst, dass in diesem Falle 
auch das Gleichungssystem 


| 


GdıTt'"+6,41 = 00; ..:.. 64,4: +c,a. = 0 w 
nur eine Lösung für die Verhältnisse der e liefert. Für diese ist 

% = cn+ +0, = 0,(cYyı+""+c,Yy,) = WW. 
Führen wir in dem System 


N = Iufıt tn Yn 


jetzt a, für y, ein, so geht dasselbe in das folgende über: 


“ eo, = 0,4. 
(7) ! 


a 


= Auto t+ + Ya 
und die Gleichung für ®, #=0, geht in 
(w—-w)4 = 0 
über, wo 
A3—V 2... GM, 
d' =|: 
la), er u 
ist, und da w, eine vielfache Wurzel von f/=0 ist, ebenfalls für » = w, 
verschwindet. Man kann daher »—1 Grössen c;, ... c,, so wählen, dass 
das System 


' ! ! 1 . N n 
G4da+' ++ C,4, — (,W,, er C,ds, 4 „a —=(,W, 


erfüllt wird. Multiplieirt man nunmehr die zweite der Gleichungen (7. 
mit c, und summirt über k von 2 bis », so erhält man zwischen den Integralen 


! ! ! 


= opt +0Yy, = Oom+t+c,n, 
die Relation 


vo, = (Gau +" +c,a,)u+W,%.. 
Da durch obiges Gleichungssystem nur die Verhältnisse der Grössen e 
bestimmt sind, so kann man über die letzteren noch dahin verfügen, dass 
der Coeffiecient von x, in vorstehender Relation gleich 1 wird, und man 
erhält alsdann 
v = WW + U.. 

Indem man jetzt «, statt y, einführt und in der angegebenen Weise weiter 
verfährt*), erhält man zwei neue Integrale «, und ®,, welche gleiche lineare 


*) Ueber dieses Verfahren und das Folgende vergl. eine Note des Herrn Jordan in 
den Comptes Rendus 1871 p. 787 und meine Abhandl. in diesem Journale Bd. 76 S. 117ff. 
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Verbindungen bezüglich von y,, ..., y, und n,, ..., 7, Sind, und zwischen 
denen die Relation stattfindet 

% = WU -+U,. 
Auf diesem Wege ergiebt sich, dass einer «-fachen Wurzel w,, für welche 
nicht zugleich alle Unterdeterminanten (a—1)ten Grades von / zugleich ver- 
schwinden, « lineare homogene Verbindungen der Integrale y,, .... 9,: 


entsprechen, die mit den gleichen Verbindungen der zugehörigen Integrale 


? } 


19 in® 


GnmTt'- rein, =, 
in folgenden Beziehungen stehen: 
= 04, mm, 9%, = WU, ru, 
Multiplieirt man nun die Gleichungen (2.) 
n,.'= Ay + Aıya ++ A,yY? 
mit ei und summirt über k von 1. bis z, so erhält man für =1.2,..., u 


der Reihe nach 


WA = Au t+A u + +A,0”, 

w,U,-+ u, — Auw+ A, ++ A,uP), 

en WU; Un ”_ Au; + A, u; ge -A,us”, 
. PR | ) 

W,UuU,r U, E A,u,+A u,+"+A, uf ” 





Zwischen ,,..., a, kann keine lineare homogene Beziehung bestehen, wie 
man sich aus vorstehenden Gleiehungen sofort überzeugt. 
Die gegebene Differentialgleichung P(y) = 0 hat demnach zunächst 
ein einziges Integral «, mit der Gleichung 
(9.) (A—@)y+A,y' + +A,y” = (0 
eemeinsam, sodann ein Integral «, mit der linearen nicht homogenen Diffe- 
rentialgleichung 
(A-o)y+Ay+-+A,y"’ = u, 
ferner ein Integral «, mit der Gleichung 
(A—o)y+Ay + +Ay’ = u8 f., 
zuletzt ein Integral «, mit der Gleichung 


(Au—w,)y+ A,y ++ +A,y” ee, 


u—!' 
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Es ist noch zu bemerken, dass die Gleichung 

(10.) (A—o)y+Ay+-+A,y"’ = u; 
nur das Integral cu, +w,, wo ce eine willkürliche Constante und «, ein be- 
stimmtes Integral von (10.) ist, mit P(y)=0 gemein haben kann. Denn 
alle Integrale von (10.) sind in «,-+e enthalten, wo © das allgemeine 


Integral von (9.) ist. Bedeutet nun w ein zweites Integral ausser ”,, welches 


1 
i 


P(y)=0 mit der Gleichung (10.) gemein hat, so ist »—u, ebenfalls ein 
Integral von P(y)=0, welches gleichzeitig die Gleichung (9.) befriedigt. 
Diese beiden homogenen Gleichungen haben aber, wie oben gezeigt, nur 
ein einziges partieuläres Integral «, gemeinsam. Mithin ist w = w,-+ewu.. 

Hieraus folgt, dass alle Integrale «(A =1,2,..., u) durch blosse 
(Juadraturen erhalten werden können. 

Um die Integrale «,, ..., «, zu finden, gehen wir, nachdem «, (S. 126) 
ermittelt ist, von der Gleichung 

[)=(A-o)y+Ay++A,y”"=u 
aus und bilden durch Differentiation nach z und Zurückführung aller Ab- 
leitungen von y auf niedrigere als »ter Ordnung mit Hülfe von P(y) = 0 
das Gleichungssystem 
(11.) f®(y) = Biy+ Biy ++ By”? = u”. (k=0, 1,. 1) 

Dieses muss, obwohl die Determinante |}; = ist, eine Lösung zulassen, 
wie aus dem Vorhergehenden feststeht. Man kann sich jedoch auch direet 
auf folgendem Wege davon überzeugen. 

Es sei 
(12.) (a -w)z +. +a2,=0, ..., amt +la—w)e, = 0 
ein Gleichungssystem, dessen Determinante / die Eigenschaft hat, dass 
o= w, eine mehrfache Wurzel von /=0 ist, ohne dass alle Unterdeter- 
minanten (a—1)ten Grades von 4 für = w, gleichzeitig verschwinden, dann 
hat bekanntlich das System (12.) für = w, abgesehen von einem gemein- 
schaftlichen Factor ein einziges Lösungssystem ©, = v,, ..., z,=v,. Bildet 


N 


man nun mit diesem das neue Gleichungssystem 
(13) (Ü-vo)s ++, =0, -:., aut + —w)e,=v,, 
so lässt dieses ebenfalls Lösungen zu. Bezeichnen wir nämlich mit 5b, den 
Üoefficienten von a, in F (w=w, gesetzt) und mit 5b! den von a—w,, dann 
kann man setzen 

=, 
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wo 4 ein beliebiger Index ist, in Anbetracht, dass wegen 4 = 0 


bi:bi:...:bt = be:bk:...:be 


n ® 


Sollen nun die Gleichungen (13.) zusammen bestehen können, so ist nur 


nöthig, dass 


nk ya 
be, = zb, = 0 
ist. Da aber w, eine vielfache Wurzel von /=0 ist, so muss für = w, 


= (+++) 


1010) 
sein. Andererseits folgen aus der Relation 
HE 5 - 
die Gleichungen 
bb; = bib,, 
bib, = bib, 


n» 


und dureh Addition 
KBIHB} 4-45) = Zbibl 

Die linke Seite verschwindet, folglich auch die rechte. q. e. d. 

Fliminirt man jetzt in dem Gleichungssystem (11.), welches nur »—1 
von einander unabhängige Gleichungen enthält, y", ..., y”"", so erhält man 

(14.) Cy+Cy = ZN u®, 

worin G,y+C,y =0 die Differentialgleichung ist, die uns das Integral «, 
lieferte. Die durch blosse Quadratur vollziehbare Integration von (14.) 
liefert das Integral von a, welches bis auf die additive Function e,w, be- 
stimmt Ist. | 

Mit der neuen Funetion x, bildet man weiter das System von Glei- 
ehungen 

f"y) =, 

welche wiederum zusammen bestehen müssen, falls », eine dreifache Wurzel 
der Gleichung |B}| = 0 ist. Die Elimination derselben Grössen y", ..., y 


oO 





führt zu der Gleichung 
Cy+Cy = ZN”, 
deren Integration die Funetion «, liefert. So fortfahrend gelangt man, falls 
wo, eine w-fache Wurzel der Gleichung |B;| = ist, zur Gleichung 
u 


Gy -O,y — ZN, en 


deren Integration «, giebt. 
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Wir wenden uns jetzt zu dem allgemeinen Fall, dass », eine «-fache 
Wurzel der Gleichung /=0 ist, für welche gleichzeitig alle Unterdeter- 
minanten (»a—1)ten, (a—2)ten u, s. f. bis (a—4-+1)ten Grades inel. ver- 
schwinden, während die (a—4)ten Grades nicht alle zugleich verschwinden. 
Das Gleichungssystem 


C4,+ + cC,4, Bus C,w,, re C,d,„7 =... r c.4,. I C„w, 


lässt dann A Lösungen für die Verhältnisse der e zu. Zu jedem Lösungssystem 
arte RE e0=1,2 ;) 
gehören zwei entsprechende Verbindungen 
ayıtr tag zu, amt ten 
von der Beschaffenheit, dass 
ev = 0% 
ist. Indem man, wie oben, «, für y, einführt, erhält man zwei neue Integrale 
cHyıt "ten, Ct tem = v3. 
zwischen denen die Beziehung besteht: 


[r 
5) 


oo = wuJ-u. 
Fortfahrend gelangt man zu einer Gruppe von e, linearen Verbindungen 
von Yı, +++, Sa 


Ei IE Oo } 


Hr heat), 


die mit den gleichen Verbindungen der zugehörigen Integrale 


) / 
„ed 0 


0. 9, 


„ I — pn? Lo. 
Ü ° az; = Cio,Nı i \ ( .’ 


D 1 
% 


in folgenden Beziehungen stehen: 


G=0mU, BEWWtU, :.:, OU +u 
Solcher Gruppen giebt es 4, und es ist X e,= u gleich der Anzahl aller 


zur «-fachen Wurzel ®, gehörigen Integrale. 

Ita =&=--=e=1, also = u, dann besteht jede Gruppe aus 
einem Gliede It es =u, , =e ... =e=(, also A=1, dann haben wir 
den zuletzt besprochenen Fall, worin alle zur «-fachen Wurzel vehörigen 


Integrale eine einzige Gruppe bilden. Multiplieirt man die Gleichungen (2. 


mit c?_ und summirt über k von 1 bis a, so erhält man für o=1. 2. .... ı 
Ye 
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wobei e/, = ec? zu nehmen ist, der Reihe nach die Gleichungen 





0 Br f „ON! 0 
wu; = Ausg +A,(ui) + +A, WW)”, 
ou + u; = Au +A, (u) + +A, WI), 

(15.) w,u+ us — A,u: +A,(us)' +... +4, (r, 
ou tu _ı = Ayut + A, (a + +A,(W). 


Zwischen den Integralen «‘, ..., ® besteht. wie unmittelbar ersichtlich. keine 
fe) 1 m 
homogene lineare Relation. 

Aus den bisherigen Betrachtungen folgt: Die gegebene Differential- 
oleichung P(y)=0 hat zunächst 4 verschiedene Integrale # (o =1.2,...,4 
ie) o Y) te) 1 N ) ) 
mit der Gleichung 

(A-o)y+Ay++4A,y” = 0 
vemeinsam, sodann ein Integral #° mit der linearen nicht homoeenen Diffe- 
te) h > x be) 
rentialgleichung 

(Au w,)y+Aıy +.++4A,y'” = u, 
ferner ein Integral «} mit der Gleichung 


(A-o)y+Ay+-+Ay’ = us f., 
zuletzt ein Integral ur mit der Gleichung 
(A—ow)y+Ay + -+A,y" — u; 
Alle Integrale, die P(y)= 0 mit der Gleichung 
(16.) (A—@0,)y+Aıy'+-+4A,y — u, 


vemein hat, sind in dem Ausdruck 
u+om +. +ouW+tu 

enthalten, worin a3 ein bestimmtes Integral vorstehender Gleichung ist und 
x 2, © Willkürliche Constanten bedeuten. Denn das allgemeine Integral 
von (16.) ist «5+v, wo v das allgemeine Integral der redueirten homogenen 
Gleichung von (16.) ist. Bedeutet nun w ein zweites Integral ausser „%, 
das Py)=0 mit der Gleichung (16.) gemein hat, so ist »—u! ebenfalls 
ein Integral von P(y) = 0, welches gleichzeitig die Gleichung (9.) 

(A-w)y+ Ay + -+A,y"’ = 0 
befriedigt. Diese beiden Gleichungen haben aber nur die A partieulären 
Integrale «4 (e=1,2,...,4) gemeinsam, mithin ist 


vw = tom ++. 











( 
. 
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Aus dieser Bemerkung folgt, dass, wenn die Integrale «(oe =1,2,...,}) 
bekannt sind, die übrigen Integrale «2 (o=2,3,...,e, oe=1,2,...,2) dureh 


blosse Quadraturen bestimmbar sind. Die Integrale x? erhält man dureh 
Aufsuchung der gemeinsamen Integrale von P(y) = 0 mit der Gleichung 
[W=E(A-o)y+Ay++Ayr =, 


deren Derivirte wir, wie oben, in der Form 


(17.) f’(y) = Biy+Biy -+--+BO, y"’)=0 
schreiben. Im vorliegenden Falle hat die Gleichung |B}| = 0 w, zur u-fachen 


Wurzel, und es müssen von den Gleichungen (17.) a—4 von einander un- 
abhängig sein, während die übrigen Folgen der ersteren sind. Kriterium 
dafür ist, dass wie von / auch von |b}| alle Unterdeterminanten (»—1)ten, 
(n-2)ten ... bis (a—4+1)ten Grades für = w, verschwinden, während die 
(»a—4)ten Grades nicht sämmtlich zugleich verschwinden. Die Elimination 
der Derivirten y“+",...,y” aus n—4 unabhängigen unter den Gleichungen 
17.) führt zu der linearen homogenen Differentialgleichung Ater Ordnung 


(18) y+Cy++y® = 0, 
welche zunächst aufzulösen ist und die Integrale  (o=1,2,...,2) liefert. 


[#} 


u‘ ist nach dem Obigen das Anfangsglied einer Gruppe von e, Inte- 
sralen. Um diese zu finden, bilde man das Gleichungssystem 


] k ; ) \ Nn— ox (A) 
(19.) f?(@y) = Biy+Biy + -+Bi_y" "= (u). (KU, 1,4. n-1) 


vw, 
Können diese » Gleichungen nicht zusammen bestehen, so ist e,=1, die 
tragliche Gruppe besteht also aus einem einzigen Gliede «2. Ist aber das 
System (19.) erfüllbar, so erhält man durch Elimination derselben Derivirten 


"a y“ aus (19.) die nicht homogene lineare Differentialgleichung 


d N Y Y ' N y ) = nr 7 ox(Kk) 

(20.) C,Y +. y ++ +0,y” zes N: U) . 
Diese ist, nachdem die Gleichung (18.) integrirt ist, durch blosse Quadra- 
turen zu lösen. Sei „$ ein Integral von (20.), so bilde man mit demselben 


nunmehr das Gleichungssystem 

< 4} \ ox(k) 

21) OP) = (u. PER 
Ist dieses nieht erfüllbar, dann ist e, = 2, und die mit a beginnende Gruppe 
besteht aus zwei Gliedern. Im anderen Falle wird man dureh Elimination 


0-+1) (n) 


von yY’, ..., 9°” aus den Gleichungen (21.) auf die Gleichung 


| f / ww (k) 
Cy+Oy'+-+0,y® = EN,(u) 
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geführt, deren Lösung wieder durch blosse Quadratur geschieht und als 
Integral die neue Funetion «$ liefert. Mit dieser bildet man das neue System 


f”(y) — (uf w =Uu1 ... n—]) 


a. 


bis man in Fortsetzung des Verfahrens zu einem System 
ox0 
fP(y) = (wi) Be nl) 


gelangt, welches nicht mehr erfüllbar ist. Die Zahl s giebt die Anzahl e, 


o 


der Glieder der zu af gehörigen Gruppe an. Das letzte noch erfüllbare 
System 


f’W) = (Ww) K=0, 1, ...,.n—1) 


führt auf die Differentialgleichung 


C,y+Cy+ +0 y a ZN,(u! yW, 


Fa, 
deren Integral das letzte Glied der Gruppe «°, liefert. Indem man so mit 
jedem Integrale «(oe = 1,2,...,4) der Differentialgleichung (18.) verfährt. 
erhält man sämmtliche « zur «-fachen Wurzel », der Gleichung |B!| = 0 
gehörigen Integrale von P(y)=0, und zwar 4 Integrale durch Auflösung 
einer linearen Differentialgleichung Ater Ordnung, die übrigen «—4 Integrale 
dureh blosse Quadraturen. 

Im Vorangehenden haben wir aus der Annahme, dass eine Relation von 
der Form (1.) mit denselben Coefficienten A für » verschiedene Integrale y, 
besteht, erschlossen, dass die gegebene Gleichung P(y) = 0 mit der Gleichung 

(= (A-w)y+Ayt++4,y” = 0 
ein Integral gemeinsam habe, wo ® eine Constante ist, die durch eine 
algebraische Gleichung »ten Grades bestimmt ist und daher im allgemeinen 
» Werthe hat. Hinreichende Bedingung dafür ist jedoch schon, wie wir 
oesehen haben, dass die Determinante der Coefficienten der Gleichungen 
f") = Biy+ Biy+-+B,y"’ =, 

Bi (k,1=0,1,2,....»—1l), von x unabhängig, ein Polynom »ten Grades 
in © mit eonstanten Üoeffiecienten ist, auch ohne dass y, » verschiedene 
Zweige hat. 

Ist ‚5/| nieht von = unabhängig, so kann es vorkommen, dass diese 
D)eterminante einen Factor mten Grades (m <n) in ® mit constanten Üoet- 
fieienten enthält. Dann giebt es m Gleichungen von der Form 


A—o)y+Ay +: 
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mit denen P(y)=0 je ein Integral gemein hat. Dies wird z. B. immer 
der Fall sein, wenn das Integral y, in der Relation (1.) m verschiedene 
Zweige hat und die Differentialgleichung mter Ordnung, Q(y) =, der y, 
genügt, zugleich von n, befriedigt wird. Denn dann wird man betreffs der 
Gleichung Q(y) = 0, ganz ebenso wie im Falle, dass y, » Zweige hat, be- 
treffs der Gleichung P(y) =0, schliessen, dass Q(y) = (0 mit der Gleichung 
(A—w)y+Ay + +A,y” = 0 
ein Integral gemein hat, wo » jetzt Wurzel einer Gleichung mten Grades 
ist. Da aber alle Integrale von Q(y)=0 auch P(y) = (0 angehören, so gilt 
dasselbe für Py) =. 

Es erübrigt noch der Fall, dass die Determinante |5}| für keinen 
von x unabhängigen Werth von » verschwindet. Das Integral y, in der 
vorausgesetzten Relation (1.) muss dann nach dem Obigen einer Differential- 
sleichung niedrigerer als zter Ordnung angehören, der 7, aber nicht ge- 
nügt. Um diese Differentialgleichung zu erhalten, differentiiren wir die 
Relation (1.) »-mal hintereinander nach z und drücken die Ableitungen 


(n+1) (n—1) 


TE sn OR Br Bir 4 aus mittelst der gegebenen Gleichung 


ie) 
Piy)=0, welche die Form habe: 


1) 


pP’ tpy" tt =. 


Die so erhaltenen Gleichungen 


( 
N, — Ayıt +A,y”, 

! ! ( 1 
m = Aufı+Auyı++A ui 
IN) 4 (n—1 
"ı — A,Yı+ Auyıt +A, N ıYı 


addiren wir, nachdem sie der Reihe nach mit p,, Pa: -:-, Pi, Pu, multi- 
plieirt sind, so ergiebt sich, da 7, auch ein Integral der Gleichung P(y) = 0 
ist, die Gleichung 


99)N De eu) La al) L .. ie 
22. ı(Yyı)=Tufı rrıyı rryı =UV. 


\ 


Die Gleichungen P(y) =, R(y)= 0 haben demnach das gemeinsame 
Integral y,, und aus ihnen ist mittelst der Methode der Aufsuchung sämmt- 
licher gemeinsamen partieulären Integrale zweier Differentialgleichungen 
die Differentialgleichung niedrigster Ordnung, der y, genügt, herzustellen. 

Es könnte scheinen, dass man auf diesem Wege von vornherein die 
heduetibilität von P(y)=0 im Falle des Bestehens der Relation (1.) hätte 


beweisen können. Allein wenn. wie z. B. im ersten Absehnitt angenommen ist. 
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von iu 
NE 
ee 


das Integral y, » verschiedene Zweige hat, dann kann y, keiner linearen 
Ditterentialgleichung niedrigerer als „ter Ordnung genügen, und die Glei- 
chung (22.) kann somit nicht bestehen, ohne dass die Coeffieienten rn, rı. ... ?,_, 
sämmtlich identisch verschwinden. Da hiermit (S. 125) die algebraische Be- 
dingung verbunden ist, dass die Determinante 





B/;| von z unabhängig ist, so 
werden jedesmal, wo dies der Fall ist, auch wenn y, weniger als » Zweige 
hat, die Coeffieienten r,., 77, ».., 7,_, Identisch verschwinden. Der hier ein- 
geschlagene Weg würde daher in diesem Falle nicht auf eine Differential- 
gleichung niedrigerer Ordnung für y, und überhaupt nicht zur Erkenntniss 
der Reduetibilität der Gleichung P(y)=0 führen. Die Eigenschaft, dass 
sie mit der Gleichung 
A-o)y+Ay++4A,y = 0 

ein Integral gemeinsam hat und alle daraus fliessenden Folgen, wie sie im 
ersten Abschnitt für den angenommenen Fall auseinandergesetzt sind, würden 
hierbei ganz unbemerkt bleiben. 

Zum Schluss behandeln wir als Beispiel eine Differentialgleichung 
zweiter Ordnung 

(23.) Py)=y+py+tqy=V. 


co F 


Zwischen zwei Integralen 7, © derselben bestehe die Relation 
24.) © = An+Bn (A und B eindeutige Coefficienten von ®). 
Wir bilden die Gleichung 
(A-w)n+Br = 0 
und durch Differentiation 
(A—Bgq)n+(A+B—-Bp-w)n =. 

Die Determinante derselben ist 

Köre ’ = w(2A+B'—Bp)w+A’+AB'—A'’B- ABp+B*; 
A—Bg A+B'—-Bp-w nn ii ua? 2 


1 


Wir bestimmen nun p und q so, dass die Determinante von z unabhängig 


wird. indem wir setzen: 


2A+B'’—2c A’+A'’B—2Ac+ec, 
PB“ B U du B: 
wo e und e, willkürliche Constanten sind. Die Gleichung für & lautet dann: 
A — (U) B 
(25.) DA 2 = W—2cw+c, = (. E: 
B 2c— A = (U) E; 
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Zunächst überzeugen wir uns, dass man hier durch zweimalige lifferen- 
tiation von (24.) mit Benutzung von (23.) zwar zu einer Differentialgleichung 
erster Ordnung für n7 gelangt, in der aber die Coeffiecienten sämmtlich ver- 
schwinden, so dass auf diesem Wege die Reduetibilität der Gleichung (23. 
nicht erkennbar wird. Es ist nämlich 

C = An+Bır, 

© = (A-Bo)n+(A+B’—Bp)n‘, 


2 


I} 


| 


u 


((A—Bg)—(A+B— Bp)g)n+(A'—Bq-+(A+B'— Bp) —(A+B— Bp)p)n, 
und hieraus folgt durch Multiplication mit q, p, 1 und Addition: 


C+p+g=0=ennH+rn, 
wo 
r, = (A—Bg)—B’g+Ap, r,= A+(A+B'--Bp)), 
und durch Einsetzen der Ausdrücke für p und g: 
f 2Ac—e, —A’N\ Be a ur 
(0 — gr (4’+ A'B-2Ac+ 0)+ 5 (2A+B'—2e) = 0, 


r, = A+(2c-A) =. 
Dass keine Differentialgleichung erster Ordnung mit eindeutigen Coeftieienten 
für n zu Stande kommt. zeigt an, dass im Allgemeinen, nämlich für be- 
liebige A und BD, die Function 7 zwei linear unabhängige Zweige hat. 
Trotzdem ist die Gleichung 


(25.), wenn für p und q die obigen Ausdrücke 
vesetzt werden, für beliebige A und B reduetibel. Sie hat nämlich mit 
den Gleichungen 
(A—o,)y+By =V\. 
\ wi 
(A—-o,)y+by = 0 


je ein Integral gemein, wo &, = c+Yec’—c, & = c—Ve—c,. falls e—-c, von 
Null verschieden ist. Die Integrale sind 


Ei en a / 1 


n 


ya. , ae 
welche in der That die Gleichung (23.) befriedigen, wenn für p und q die 
obigen Ausdrücke substituirt werden. Setzt man 
U +: =Nn, 00, + —=C, 
so besteht zwischen 7 und & die Relation (24.): 
GC = An+Bn, 
und man erkennt, dass n7 bei beliebigem A und B zwei von einander un- 


abhängige Zweige hat. 
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It ed —-c,=0, also , =w,=c, so kann hier nicht der Fall ein- 
treten, dass die Unterdeterminanten der Determinante (25.), d.h. also die 
einzelnen Elemente, sämmtlich verschwinden. Denn wäre B=0, A=w=c, 
so wäre in der Relation (24.) kein von n verschiedenes Integral. Die 
Gleichung (23.) hat daher in diesem Falle, der früheren Auseinandersetzung 
gemäss, ein Integral «, mit der Gleichung 

(A—c)y+By = 0, 
und ein zweites Integral «, mit der Gleichung 

(A—c)y+Bby = u, 
gemein. Die Integrale sind 


’ A—c  A—c 
SZ Sie, (de 


u, =e s U, = e . B . 
Setzt man 
aut —=n, (nc+n)un tem —=L 


so erfüllen die Integrale 7 und { die Relation (24.). 


ed 
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Ueber die Darstellung der ganzen 
algebraischen Functionen einer Variablen durch 
ein Fundamentalsystem. 

(Von Herrn K. Hensel.) 


E: sei y eine ganze algebraische Function der unabhängigen Ver- 
änderlichen x, d. h. eine solche, die für alle endlichen Werthe von r eben- 
falls endlich bleibt, und 

(1.) y"+A,la)y"" + +A,le) = 0 
die Gleichung des niedrigsten Grades, welcher y als Funetion von x ge- 
nügt; dann sind die Coeffieienten A,(z), .... A,(z) sämmtlich ganze rationale 
Funetionen von x, weil anderenfalls y für endliche Werthe von x unend- 
lich gross werden würde. 

Jede rationale Function z von z und y, d. h. jede Grösse des 
Gattungsbereiches G(z, y), genügt dann, als Funetion von x betrachtet, 
ebenfalls einer Gleichung des »ten Grades: 


(2.) 2"+B,(2)2""+--+B,(2) = 0 


deren Coefficienten rationale, aber im allgemeinen gebrochene Funetionen 
von x sind; dieselben sind nämlich dann und nur dann sämmtlich ganz, 
wenn auch 2, ebenso wie y, eine ganze algebraische Function von x ist, 
d.h. wenn z für endliche Werthe von x niemals unendlich gross wird. 
Die Fundamentalaufgabe der T'heorie der algebraischen Funetionen 
einer Variablen besteht nun darin, alle ganzen algebraischen Functionen 
z des Gattungsbereichs ©(z, y) vollständig aufzusuchen und darzustellen. 
Bekanntlich kann man zunächst überhaupt alle rationalen Functionen 
von z und y, d.h. alle algebraischen Funetionen jenes Gattungsbereiches 
$, durch » linear unabhängige unter ihnen, etwa durch die » Potenzen von y 


(3) ES SE VEREREFE ; 
18* 
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homogen und linear in der Art darstellen, dass die Coefficienten rationale 
Funetionen von x allein sind. Ist nun diese Darstellung die folgende: 


/ 


>.) 3 = wtWuYy+ tu, y””, 

so ist z dann sicher auch algebraisch ganz, wenn die » Üoeffieienten 
a My, 4, ganze rationale Functionen von z sind, weil ja die » Functionen 
(3.) sämmtlich algebraisch ganz sind. Indessen braucht diese Bedingung 
nicht nothwendig erfüllt zu sein, es kann vielmehr z in der Darstellung (3°.) 


eebrochener Form erscheinen, und trotzdem algebraisch ganz sein. In 


< 


in 
einer anderen Arbeit*) habe ich aber nachgewiesen, dass alsdann der 
eemeinsame Nenner aller Coeffieienten %,, %, -.., %,_, In dieser Darstellung 
von z nur eine beschränkte Anzahl von ganz bestimmten leicht aufzufinden- 
den Linearfactoren besitzen kann. 

Ist also ©—a einer der Factoren, welehe jener Nenner enthält, so 
ist nur zu untersuchen, wie die Coefficienten %,, %, ..., %,_, als ganze 
Funetionen von z in der allgemeinsten Weise bestimmt werden müssen, 
damit der Quotient 


— O _ Wruyt tung" 


z—d z—a 


(3! .) Yy = 


\ 


algebraisch ganz wird, ohne dass alle » Coefficienten jenen Linearfactor 
enthalten, d. h. ohne dass sich der Nenner einfach forthebt. Diese Aufgabe 
wird in der vorliegenden Arbeit vollständig gelöst, und es ergiebt sich 
einmal, dass alle ganzen algebraischen Funetionen, welche in der ge- 


/o| \ 


brochenen Form (3°.) erscheinen, durch eine Anzahl unter ihnen 


\ 


n-+1) (n+ı 1) 


4.) a ee 
homogen und linear mit ganzen Funetionen von x als Üoeffieienten dar- 
oestellt werden können, und ferner dass diese vr Functionen (4.) durch die 
Auflösung einer Anzahl homogener linearer Gleichungen gefunden werden. 
Nimmt man also die v Functionen (4.) zu den in (3.) angegebenen hinzu. 
so erhält man jetzt ein System: 

5. h,; eine Fest 
von »+rv ganzen algebraischen Funetionen, durch welches alle diejenigen 


vanzen Funetionen noch mit ganzen Uoeffieienten homogen und linear dar- 


Theorie der aleebraischen Funetionen einer Veränderlichen und der aleebraischen 
Inteorale. dieses Journal Bd. 109 8. 1—42. V 


l. auch AKroneckers Festschrift 8S 6 u. 7. 
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stellbar sind, welche bei ihrer Darstellung durch das ursprüngliche Svstem 
3.) in gebrochener Form, aber nur mit dem gemeinsamen Nenner r—a 
behaftet erschienen. 

Diese »-+-v Funetionen (5.) können aber, wie sich sehr leicht 
zeigen lässt*), durch nur » unter ihnen homogen und linear mit ganzen 
Funetionen von z als Coeffieienten dargestellt werden. Bezeichnet man 
diese » Funetionen durch y,, 2, -.-, 9,, Sc ist man also von dem Systeme 

(3.) l, % 2. 9 


ausgehend zu einem neuen Systeme von » ganzen algebraischen Funetionen 


(5*.) be ra © 
selangt, durch welches jetzt auch noch alle diejenigen ganzen algebraischen 
Funetionen mit ganzen Coefficienten dargestellt werden können, welche durch 
das erste System (3.) ausgedrückt als Brüche mit dem Nenner r—a er- 
schienen. 
Untersucht man jetzt die Funetionen 
3 = uyıt+u,Y, 
wie vorher auf ihre algebraische Theilbarkeit durch einen der noch übrigen 
möglichen Linearfactoren z—a', so gelangt man wieder zu einem neuen 
Systeme von » ganzen algebraischen Functionen y,, ..., Y,, durch welche 
alle in der Form 
u y, + +u,y, 
z—d 
enthaltenen ganzen algebraischen Grössen homogen und linear mit ganzen 
Coeffieienten dargestellt werden können. Beseitigt man also, auf dieselbe 
Weise fortgehend, einen der möglichen Nenner nach dem anderen, so ge- 
langt man zuletzt zu einem System von » unabhängigen ganzen algebraischen 
Funetionen von (z, y): 
? 


? ? 


ee Ks 
durch welches alle ganzen algebraischen Functionen des Bereiches und nuı 
sie homogen und linear mit ganzen Funetionen von x als Üoeffieienten 
dargestellt werden können. Hat man ein solches Fundamentalsystem 
Ns Ms “0.5 N gefunden, so besitzt man eine vollständige Darstellung alleı 


sanzen, oder, was dasselbe ist, aller im Endlichen endlichen algebraischen 
r\ V: 


) Vgl. z.B. die in der vorigen Anmerkung erwähnte Arbeit S. 25 flade. u. 


/Y 


‘estschrift. 
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Funetionen in der Form 

2 = un+'+%n 
in der die Coefficienten #,, ..., a, beliebige ganze Functionen von x sind. 
und die gestellte Fundamentalaufgabe ist somit gelöst. 

Nach den soeben gegebenen Darlegungen redueirt sich also die 
Frage nach der Aufstellung eines Fundamentalsystems auf die Lösung der 
folgenden Aufgabe: 

Es seien 

Yır Ya ° + I 
» unabhängige ganze algebraische Funectionen von x; es sollen 
A) die Coeffiecienten %,, %, ..., @, in der allgemeinsten Weise als ganze 
Funetionen von x so bestimmt werden, dass die algebraische Function 

3 = UYyıt Tun 
durch einen gegebenen Linearfactor c—a algebraisch theilbar ist. 
Da es sich hier nur um die Thheilbarkeit von z durch @—a handelt. 


so kann man offenbar die Coeffieienten ®,. ...., a, durch die von z nieht 


mehr abhängenden Reste ersetzen, welche sie nach der Division durch 


x--a lassen, oder, was ganz dasselbe ist, man kann «, ..., a, von vorn 


herein als Constanten voraussetzen, und dies soll daher in der folgenden 


n 


Untersuchung stets geschehen. 

Die vollständige Lösung der Aufgabe (A.), auf welche nunmehr die 
ganze Frage zurückgeführt ist, bietet wesentliche Schwierigkeiten dar; diese 
lassen sich aber dadurch beseitigen, dass man den Begriff der algebraischen 
Thheilbarkeit in einem etwas erweiterten Sinne auffasst. Hierzu führen die 
folgenden Ueberlegungen: 

Es sei z eine ganze algebraische Function des Bereiches G(z, y) und 

(6.) 2"+B,(2)2""+--+B,(e) = 0 
die Gleichung mit ganzen Coeffieienten, der z genügt. Ist nun Öd ein be- 
liebiger nieht negativer Bruch, so soll z algebraisch theilbar durch die ge- 
brochene Potenz (x—a)” heissen, wenn der Quotient 


o = 2 
(z—a)” 
für ©=a endlich bleibt, wenn also die aus (6.) sich ergebende Gleichung 
für w: 
ea‘ u, B,(x) = Bl): m 
0.) w ı@ "+ Gy W +... = ( 
‚ (z—a)‘ (z—a)“ (z— a)" 
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lauter ganze Functionen von z als Coeffieienten besitzt. Man erkennt leicht. 
dass diese weitere Definition der Theilbarkeit einer algebraischen Funetion 
durch die gebrochene Potenz eines Linearfactors e—a mit der gewöhn- 
lich gegebenen in dem speciellen Falle übereinstimmt, dass d einer ganzen 
Zahl gleich ist. 

Hiernach ist die algebraische Function z dann und nur dann durch 
die gebrochene Potenz (e—a)” algebraisch theilbar, wenn sich in der Glei- 
chung (6.) alle Nenner fortheben, d. h. wenn die » Bedingungen: 

7.) B,(x) (0 (mod.(2—.a)'). Ge1,2 n) 


erfüllt sind. Nun ist aber eine ganze rationale Function B(= 


/ 


( 
nur dann 
durch die gebrochene Potenz eines Linearfactors theilbar, wenn sie die 
nächst höhere ganzzahlige Potenz desselben enthält. Bezeichnet man also 
für die Folge stets die einem Bruche « zunächst liegende grössere ganze 
Zahl mit [«@] (wobei [@] mit der Zahl « zusammenfallen soll, wenn diese 
bereits selbst ganz ist), so deeken sich die » Congruenzen (7.) vollständig 
mit den folgenden: 
(7°) B.(z) = 0 (mod.(z—-.a)”). G=1,.. 

Fs sei nın z durch (2—a)” algebraisch theilbar, aber dies sei auch 
die höchste Potenz jenes Linearfactors, welche in z enthalten ist; ist also 
0, >06, so muss von den » Congruenzen: 

(9%) B(z) = 0 (mod.(2—- a") 

mindestens eine nicht erfüllt sein. Dann muss für wenigstens einen Werth 
vmnsel 2... % 

id = id) 
sein, denn sonst könnte man ja stets d, um so wenig grösser als d an- 
nehmen, dass für alle Werthe von i 

1:0), | == [20] 
ist, und somit die Congruenzen (7’.) zugleich mit den in (7°.) aufgestellten 
erfüllt wären. 

Soll also eine algebraische Function z durch die dte Potenz eines 
Linearfactors gerau theilbar sein, so muss mindestens eines der ersten n 
Vielfachen öÖ des Exponenten einer ganzen Zahl m gleich, d. h. es muss 
der Exponent: 


ein Bruch sein, dessen Nenner in der redueirten Form höchstens gleich n ist. 
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Unter diesen Exponenten sind für das Folgende diejenigen von be- 


sonderer Wichtigkeit, welche gleich oder kleiner als Eins sind. Ausser 


den beiden ganzen Zahlen Null und Eins selbst sind dies also alle echten 
Brüche, deren Nenner nicht grösser als » ist. Denkt man sie sich nach 
ihrer Grösse geordnet, so sind sie z. B. für »„=1, 2, 3, 4, 5 bezieh- 
lich gleich: 


n=1 0=0.1. 


2 Bl, 

3 Gh, 

4 OGhhhhhl, 

9 v, I bh I 5 2 5 5 Fe 5 1. 


Für einen beliebigen Werth von » ist die Anzahl oe der möglichen Expo- 
nenten Ö durch die Gleichung gegeben: 


= IHM + HE) 
wo g(i), wie gewöhnlich, die Anzahl aller ganzen Zahlen bedeutet, welche 
zu i relativ prim und dabei kleiner als ö sind, und wo g()=y(l) = 1 ist. 
Denn es treten ja beim Uebergange vom Grade »—1 zu » ausser den für 
jenen bereits vorhandenen Brüchen d noch die Y(n) neuen echten Brüche 
auf, welche in der redueirten Form den Nenner » besitzen. 

Im Folgenden sollen diese o Exponenten Öd nach ihrer Grösse geordnet 
und in dieser Reihenfolge mit 
ee 
bezeichnet werden, so dass also: 


da >04: = V, Oo =1 


k+l 0 


S,) Ö 


ist. Von diesen Zahlen mag gleich hier eine charakteristische Eigenschaft 
hervorgehoben werden: Sind Ö, und d,,, irgend zwei auf einander folgende 
Brüche der Reihe (8.), und ist © eine der Zahlen 1, 2, ...., z, so kann 
zwischen den beiden Brüchen: 

id, und id... 


niemals eine ganze Zahl m liegen, denn die Annahme 


id, <m< id,,, 


oder. was dasselbe ist. 
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steht mit der Voraussetzung im Widerspruch, dass die Brüche Ö, und d,,, 
in der Reihe (8.) unmittelbar auf einander folgen. Ist daher (id,-+«) ein 
Bruch, welcher zwischen öd, und öd,,, liegt, so ist stets 
(9.) id, te] = [id,..]. 
Auch die ganzen Zahlen [id,] und [id,,,] stimmen im allgemeinen überein; 
dieselben unterscheiden sich dann und nur dann, und zwar um eine Einheit, 
wenn id, einer ganzen Zahl gleich ist. Es besteht also stets die Gleichung: 
(9*,) d;,,] = [id] + El), 
wo &’ gleich Eins oder gleich Null ist, je nachdem die Zahl ; ein 
Vielfaches des Nenners von d, ist, oder nicht. 


genaues 
In der Aufgabe A) wird nach den Bedingungen gefragt, unter denen 
eine ganze algebraische Function z des Bereiches G(z, y) durch die erste 
Potenz des Linearfactors z—a algebraisch theilbar ist. Nun liegen aber 
zwischen den beiden extremen Annahmen, dass z jenen Linearfaetor gar nicht, 
oder in der ersten Potenz enthält, noch die eg Möglichkeiten, dass z genau 
durch (2—a)”: theilbar ist, wo d, irgend einen der gebrochenen Exponenten 
der Reihe (8.) bedeutet. Hierdurch wird man auf die Vermuthung geführt, 
dass sich die Lösung der Fundamentalaufgabe A) besonders einfach ge- 
stalten werde, wenn man, anstatt sprungweise von dem Exponenten d\,, = 0 
des Linearfactors zu d, = 1 überzugehen, lieber von d, zu d,,, fortschreitet, 
d. h. diese Aufgabe für den Exponenten d,,, zu lösen versucht, unter der 
Voraussetzung, dass sie für d, bereits untersucht sei. Wir stellen uns 

daher zunächst die folgende einfachere Aufgabe. 

Es seien 
Yyır Ya eo Um 

m unabhängige ganze algebraische Funetionen des Gattungsbereiches 
&(z, y), welche sämmtlich durch die gebrochene Potenz (2—a)”: 
algebraisch theilbar sind, wo 0, irgend eine Zahl der Reihe (8.) 


B) bedeutet, so dass also die algebraische Function 
(10.) z = wYyıtıaya +: +u,y 


für unbestimmte Werthe der Constanten #,, ..., a, dieselbe Potenz 
von e—-a enthält. Es sollen nun jene m Constanten in der allge- 
meinsten Weise so bestimmt werden, dass z nicht bloss durch die 
d,te, sondern auch durch die nächst höhere d. h. dureh die d,, ‚te 
Potenz von e—a algebraisch theilbar ist. 

Journal für Mathematik Bd. CXI. Heft 2. 19 
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Kine sogleich anzugebende sehr einfache Ueberlegung lehrt nun, 
dass die Aufgabe A) und damit die ganze hier behandelte Frage unmittel- 
bar auf das hier in B) aufgestellte Problem zurückgeführt werden kann. 
zu dessen Lösung wir jetzt übergehen. 

Man kann nun zeigen, dass die in der Aufgabe B) geforderte Be- 
stimmung der Coeffieienten %,, ..., a,, der Function z immer gegeben werden 
kann, und zwar allein durch die Auflösung einer Anzahl von leicht zu 
bildenden homogenen Gleichungen für jene m ÜConstanten. Bildet man 
nämlich zunächst die Gleiehung des n»ten Grades, der die Function 
3 = 9, + +9w,y, in (10.) für unbestimmte «,,..., #, genügt, so hat diese 


1m 


otfenbar die Gestalt 
(11.) "+B (u, :-4 %)2” ++ +B,(u, ::, u) = 0, 


wo Bl 22 Umds rs, Balls so, %,,), als die elementaren symmetrischen Func- 
tionen der » zu 2 Re Funetionen, ganze homogene Formen von 
ls... 4, Sind, deren Dimensionen beziehlich gleich 1, 2, ..., » und deren 
Coeffieienten ganze Funetionen von x sind. 

Da nun nach der in B) gemachten Voraussetzung die Function z 
für unbestimmte «,,..., a, durch (2— a)” algebraisch theilbar ist, so bestehen 
nach (7°.) die » Congruenzen: 


(12.) Bu, ..., a) = 0 (mod.(@—a)l**)), der... w 
d. h. es ist 
(12*.) Die... re (ea) %)B,(u, FE G=1,2,...,n) 


wo auch die Funetionen B,(u, ..., «,) ganze homogene Formen der iten 


Dimension von %,, ..., #,, mit ganzen Funetionen von x als Coefficienten sind. 


n 
d} f 


Soll nun z auch durch (@—a)”*+! algebraisch theilbar sein, so müssen 


die m Constanten ,, ..., %, So bestimmt werden, dass die » Congruenzen (12.) 
[id 


47 


+1) bestehen; 
ersetzt man aber die linken Seiten jener Congruenzen durch ihre Ausdrücke 


nicht bloss für die Moduln (@--a)l'%] sondern auch für (e—a)) 


(12°) und hebt alsdann mit dem Factor (@—a)l’%*), so können jene Be- 
dingungen in der folgenden einfachen Form geschrieben werden: 


(13.) Bia..... m.) = 0 (mod.(2— ayl''r+1)=-[% ). 


\ / 
Der hier auftretende Exponent von z—a ist nun nach (9*) im allgemeinen 
gieich Null, und nur dann gleich Eins, wenn id, eine ganze Zahl ist; wir 


haben somit überhaupt nur diejenigen Formen B, zu berücksichtigen, deren 
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Index ein genaues Vielfaches von dem Nenner des echten Bruches d, ist. 
T'hut man dies, so können die gesuchten Bedingungen folgeendermassen ve- 
I © Lem] h Oo ‘ 


sehrieben werden: 


(13*.) Bu, ..,„ %)=E0 und (z-a) (i,= einer ganzen Zahl). 





Da die Coefficienten der Formen B, ganze Funetionen von x sind. 
so sind jene Formen für constante Werthe von «,, ..., w, dann und nur 
dann durch z-—a theilbar, wenn sie verschwinden, sobald man in ihnen die 
Variable x durch a ersetzt. T'hut man dies und bezeichnet die so sich 


ergebenden homogenen Formen mit constanten Goetficienten beziehlich durch 





(13°.) B,(u,, 


u,\«). 










so gehen die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür, dass die 
7 +1 


4 


Funetion = uyı+:-+u,y„ durch (2—a) algebraisch theilbar ist, in 
die folgende Form über: 
















(14.) Die. :.., 1 = Od (id, = einer ganzen Zahl). 


Die Unbestimmten ,, ..., @, müssen somit den homogenen Be- 
dingungsgleichungen (14.) genügen, deren Anzahl zwar im allgemeinen 
sehr klein ist (nämlich gleich der Anzahl der unterhalb » liegenden Multipla 
des Nenners von d,), deren Dimensionen jedoch zwischen 1 und » liegen. 

Wir besitzen nun kein Mittel, um die allgemeinste Lösung eines 
Gleichungssystemes von der Form (14.) zu finden, sobald die Dimensionen 
desselben grösser sind als zwei. Dagegen kann man in unserem Falle die 
Gleichungen (14.) durch ein System linearer homogener Bedingungs- 
gleichungen vollständig ersetzen und somit auch ihre allgemeinste Lösung 
wirklich finden. Bezeichnet man nämlich alle @—1)ten Ableitungen der 
Formen B;,(w,..., a,|a) nach den in ihnen auftretenden Unbestimmten 


ty 2. %, allgemein durch BU”, d. h. setzt man: 


i 


. O6-D Blu, ..., u!a) 
(16): a, le) = (M A ) 
1 OU: v0... ( Un,_, 
so sind alle Ableitungen BY homogene lineare Funetionen von %. ..., # 


mit constanten Üoefficienten, und es gilt der bemerkenswerthe Satz: 





Die Function z = w,y,+---+,,y,, ist dann und nur dann dureh die 

h oo 
gebrochene Potenz (2—a) *'*' algebraisch theilbar, wenn die Constanten 
19% 


as 
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%ır 2.., 4, den homogenen linearen Gleichungen 


IL 


(15*.) a Te EZ (id, = einer ganzen Zahl) 
genügen. 


Zum Beweise dieses Satzes, durch den die Aufgabe B) vollständig 
eelöst wird, nehmen wir an, dass die Coefficienten «,, ..., w, der aigebraischen 
Funetion z irgendwie so bestimmt sind, dass z durch (ea) ++ algebraisch 
theilbar ist, dass also die Üoefficienten der Gleichung (11.) für z den n 
Bedingungen genügen: 


(16.) Bu, ..., 9,) = 0 (mod.(@-a)”**), 


Da nun nach der in B) gemachten Voraussetzung die m Functionen 
Yı ++, 4, und damit auch die aus ihnen gebildete algebraische Function 
3 = vyırt0Y 
für unbestimmte »,, ..., ®, durch (2-a)" theilbar ist, so folgt weiter, dass 

das Produet: 

(2 — a). +17 kg’ 
jenen Linearfaetor in der d,,,ten Potenz enthält. Sind aber die beiden 
Funetionen 3 und (2a) tz’ dureh (2-a)’**! theilbar, so gilt offenbar 
ein Gleiches auch von ihrer Summe: 


Haas = (Heat tat) Yu 


hat man also «,, .... @, so angenommen, dass sie den Gleichungen (16.) ge- 
nügen, so müssen diese erfüllt bleiben, wenn man in ihnen die Unbestimmten 


m 


beziehlieh ersetzt dureh: 
OH dk . Eu)! 
u+(2—a) ee + Ons 


WO %, 2.., ®,, ganz unbestimmte Uonstanten bedeuten. Umgekehrt fallen die 


» so sich ergebenden Congruenzen 
n; Or BR 1 id 
(16°) Bi... u t+(@-a)*o,..)=0 (mod.(2-a) '*') @=1...,n 
ottenbar mit den in (16.) aufgestellten nothwendigen und hinreichenden Be- 
dingungen zusammen, wenn man die Constanten o,, ..., ©, sämmtlich gleich 
Null annimmt, es können somit die Bedingungen (16.) durch diejenigen in 
(16°.) ersetzt werden. 








Hensel, Darstellung ganzer algebraischer Functionen. 149 


Entwickelt man nun die » Funetionen B, in (16°) mit Hülfe 
des Taylorschen Satzes nach Producten von Potenzen der Unbestimmten 
ds »+05 d,, 80 muss bekanntlich der Coeffieient eines jeden solchen Pro- 
ductes für sich durch (g-ay" "+ theilbar sein, damit ein Gleiches für die 
Funectionen B, gelten soll. Nun ist aber der Üoeffieient irgend eines 
Produetes 


®; ®, “+ Ür, v / 1 Mm) 


von 4 der Unbestimmten ® in dieser Entwickelung, abgesehen von einem 
Zahlenfactor, bekanntlich gleich: 


Gr f 101 ) PaL B (u > sask U.) 
(za) " ao Ä 
Our Our,» » » Ouy, 


Bezeichnet man also ähnlieh wie in (15.) mit 
BY’, :. Wu) 


jede der Aten Ableitungen der Form öter Dimension B;(w,,...,a,) nach 
irgend welchen 4 Unbestimmten, so geht aus den Bedingungen (16'.) als 
ein gleiehwerthiges System von Congraenzen das folgende hervor: 


N 


Mod e* —() ) 2 ni ı\ 
(2a) HF Blu, .., 0) = 0 (mod.(r—a) '*) 


oder, was dasselbe ist: 


\ 


- ’ G-I)0,, HAd,N | j i 
(17) BP’, ..., ©.) = 0 (mod.(r—a) a DA | En 


m) 
Die dem äussersten Werthe =; entsprechenden Bedingungen: 


\id) 
Bi’ (a, ..., %) = 0 (mod.(r—a) ') 


m 


sind hier einfach fortgelassen worden, da sie nur besagen, dass alle Coef- 
fieienten der Form B;(u,, ..., «,) oder dass diese Form selbst für unbestimmte 

id 
„ durch (@e—a) ' 


(12.) von selbst erfüllt ist. 


ER theilbar sein muss, eine Bedingung, welche nach 

Aus den Bedingungen (17.) können die gesuchten linearen Gleichun- 
sen für die Coefficienten ,, ..., #, nunmehr ohne Schwierigkeit gewonnen 
werden. Da nämlich die Ableitungen DB sämmtlich ganze rationale Func- 
tionen von x sind, so müssen sie, falls sie durch eine gebrochene Potenz 
von (z—a) theilbar sind, auch die nächst höhere ganzzahlige Potenz dieses 
Linearfactors enthalten, und es sind daher gleichbedeutend die Congruenzen 
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17.) und die folgenden: 


[ i—2)0 +40 
Ba, ..., 0) =0 (mod.(e-a) HN), a=01...,-1 
Schreibt man aber die hier auftretenden Exponenten von (c—a) in der Form: 
d,+Gd—MN ld —dh)], (d)=1,2,...., 0) 


so erkennt man, dass alle zwischen id, und öd,,, liegen, wo nur die obere 
Grenze mit eingeschlossen ist; nach dem in (9.) bewiesenen Hülfssatze be- 
steht also die Gleichung: 


+) Id )]) = dir); 

und mit Benutzung derselben gehen die Bedingungen (17.) über in die 
einfacheren: 

(17°) BP, 22, u) = 0 (mod.(r-a)"*t""), EN 

Alle diese Congruenzen können nun durch diejenigen unter ihnen 

ersetzt werden, deren linke Seiten alle @—1)ten Ableitungen der Formen 
B, sind, d.h. durch das Congruenzensystem: 

(17°) Bea, ..., 0) = 0 (mod.(e-a)"t)), 
dessen linke Seiten lauter homogene lineare Funetionen von %,, ..., a, sind; 
nach dem Eulerschen Satze über die homogenen Functionen sind nämlich 
alle Ableitungen B(® durch die @—1)ten Ableitungen BU homogen und 
linear mit ganzen Coeffieienten darstellbar, jene sind also von selbst durch 


j (id; | . . u . y . 
(2—a) "*" theilbar, sobald das Gleiche für diese der Fall ist. 
Beachtet man weiter, dass aus der in (12%) gefundenen Gleichung: 
[id,] 75 
Di, .., 6) = ET 


durch @—1)-malige Differentiation nach irgend welchen der Unbestimmten 


m 


die Gleichungen 


BIER 


m 


a 


m 


— (2a) BED, Pe 
sich ergeben, so kann das System (17”.) auch in der folgenden äquivalenten 
Form geschrieben werden: 

Ba, ..., 8.) = 0 (mod.(x — a)" HH). 
und da dieser Exponent von (e—a) nach (9*.) im allgemeinen gleich Null 
und nur dann gleich Eins ist, wenn id, einer ganzen Zahl gleich wird, so 
geht dieses Uongruenzensystem in das folgende über: 


BED (a, 2... 0) = 0 (mod.(e—a)) (id, = einer ganzen Zahl). 
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“; 


Ersetzt man endlich auf der linken Seite dieser Congruenzen die 
Variable x überall durch a und bezeichnet die so sich ergebenden Formen 
wie vorher durch BE (a, ...,«,la), so gehen die Congruenzen in einfache 
Gleichungen über, und man erhält als Schlussresultat den bereits bei (15". 
angegebenen Satz: 

Sind Yı, - ++, Ym ganze algebraische Functionen des Bereiches 
$(x,y), welche sämmtlich durch die J,te Potenz des Linear- 
factors theilbar sind, so ist die ganze algebraische Function 
2 = uYı+-+w,y, dann und nur dann nicht bloss durch die d,te 
sondern auch durch die nächst höhere d,,,te Potenz von (2—.a) theil- 
bar, wenn die m Coefficienten «, ..., a, den homogenen linearen 
Gleichungen: 

(18.) B“ u. en 


genügen. Hier sind die Linearformen 5b" die Werthe, welche 





a)=0 (id,= einer ganzen Zahl 


die (“—1l)ten Ableitungen der homogenen Formen 
Bu, 4) = — ai Ba 0 
(r—.a) k \ / 
für e=a annehmen, während B,, ..., B, die elementaren symme- 
trischen Funetionen der algebraischen Funetion z für unbestimmte 
Uıy .., 4, bedeuten. 

Durch diesen Satz ist die Aufgabe, alle durch (2a) + theilbaren 
algebraischen Funectionen “9, ++ %,„y, zu finden, auf die einfachere 
redueirt, die homogenen linearen Gleichungen (18.) für die m Constanten 
ty 20, %, Vollständig aufzulösen. Die elementare Aufgabe, einer Anzahl 


von homogenen linearen Gleichungen in der allgemeinsten Weise zu ge- 


Dem) 


nügen, kann nun bekamntlich stets vollständig und zwar in der Weise ge- 
löst werden, dass die m Unbekannten ,, ..., z, linear und homogen dureh 
andere %, ..., %, 


„ ausgedrückt werden, deren Anzahl nicht grösser ist als m, 
und welche ihrerseits völlig beliebige eonstante Werthe annehmen können. 
Es möge also die vollständige Auflösung der linearen Gleiehungen 


(18.) die folgende sein: 


| u = 0, +0: + +,.Uu),. 
(19.) 
| Un _. 1 Ton2 1, + ne + Ö m u), 9 
worin also die Coefficienten («,,) bestimmte CUonstanten, die Grössen «), .... u 


aber völlig beliebig sind. Setzt man nun die hier gefundenen Werthe von 
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ty 2, 4, In die Function z = w,y,+--+w,y, ein und ordnet den so sich 
ergebenden Ausdruck nach den neuen willkürlichen Constanten «', ..., ,,, 80 
kann derselbe folgendermassen geschrieben werden: 

(20.) 3 = uyt++tuy.; 
wo die m algebraischen Funetionen y,, ..., y, aus den ursprünglichen 
Yıs ==: 4. durch die Substitution: 


K = Mufıt at tus 
(21.) \ 
vi. u. Om Yıt Cam Yat tum Yın 

hervorgehen, dessen Üoeffieientensystem das transponirte von dem in (19.) 
angegebenen ist. 

Da nun die Coefficienten « in (20.) ganz willkürlich bleiben, so 
erhält man die vollständige Lösung der Aufgabe B) nunmehr in dem fol- 
genden Natze: 

Alle in der Form z = wy,+---+w,y, enthaltenen ganzen alge- 
braischen Funetionen, welche nicht nur durch die d,te sondern 
auch durch die d,,,te Potenz des Linearfactors z—a algebraisch 
theilbar sind, lassen sich durch eine Anzahl m’ von linear unab- 

C) hängigen unter ihnen 
Yu Ya >. Ym 
homogen und linear mit willkürlichen Constanten als Coefficienten 
darstellen, und diese m’ Funetionen ergeben sich aus der vollstän- 
digen Auflösung einer Anzahl von homogenen linearen Gleichungen 
für die Unbestimmten «,, ..., w,, nämlich des Systems (18.). 

Man kann nun leicht zeigen, dass durch diesen Satz auch ein directes 
und sehr einfaches Verfahren zur Lösung der Fundamentalaufgabe A) 
eegeben ist. Ist nämlich wieder: 

(22.) u Are 3 
ein beliebiges System von » unabhängigen ganzen algebraischen Functionen, 
und stellt man sich die Aufgabe, alle in der Form: 


(22°.) 3 = uYyıt +9, 


enthaltenen Functionen zu finden, welche durch z—a selbst algebraisch 
theilbar sind, so kann man dieser Frage jetzt auch die folgende Form geben: 


Es sind die » Funetionen (22.) gegeben, welche sämmtlich durch 
die d,te, d. h. durch die nullte, Potenz von x—a algebraisch theilbar sind; 
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es sollen alle in der Form (22°.) darstellbaren Funetionen gefunden werden, 
welche auch die d,te, d. h. die erste Potenz jenes Linearfaetors enthalten. 

Soll nun die Funetion z durch (2—-a)': algebraisch theilbar sein, so 
muss sie a fortiori die d,te Potenz von z—a enthalten: die einfachere 
Aufgabe aber, alle Funetionen z zu finden, welche nur dureh diese gebrochene 
Potenz von z—a divisibel sind, kann unmittelbar mit Hülfe des Satzes (Ü 
velöst werden, wenn man dort d,=d,, also d,,, = d, annimmt. Derselbe 
lehrt, dass alle durch (@—a)’: theilbaren Funetionen, und nur sie, dureh 


eine Anzahl unter ihnen 

Ya Yen Mh 
homogen und linear mit constanten Coefficienten darstellen lassen, und diese 
n Functionen ergeben sich ihrerseits durch die vollständige Auflösung der 
Gleichungen (18.) für d,=d,. Diejenigen Funetionen z, welche durch 
(z—a)” algebraisch theilbar sind, und sie allen kommen für die weitere 
Untersuchung in Betracht, sind demnach alle in der Form: 

(22°.) = uyt+u,Y, 
enthalten, in welcher die Coefficienten «, ..., a, völlig willkürliche Uon- 
stanten bedeuten. 

Damit nun z nieht bloss durch die Öd,te sondern auch durch die Jdte 
Potenz von z—a theilbar sei, ist wieder nothwendig, dass diese Function 
die d,te Potenz jenes Linearfactors enthalte. Unter Anwendung des Satzes 
(C) für d,=d, ergeben sich wieder alle Functionen z der Form (22".), 
die dieser Bedingung genügen, als homogene lineare Functionen einer 
Anzahl unter ihnen, welche ihrerseits durch die vollständige Auflösung 
der linearen Gleichungen (18.) für «,, .... a. und für d,=d, gefunden 
werden. 

Schreitet man in dieser Weise successive zu d;. d,, ..., Öd, fort, so 
ergiebt sich schliesslich das folgende Resultat, durch welches die Funda- 
mentalaufgabe (A) vollständig gelöst wird: 

Alle in der Form 
3 = Uy ty Tr" tu,Y, 
darstellbaren ganzen algebraischen Functionen, welche durch einen 
gegebenen Linearfactor r—a algebraisch theilbar sind, und nur sie, 
D) lassen sich durch eine bestimmte Anzahl unter ihnen, welche mit: 
(23.) yatd, yet+?, Larsıip) y' +y) 
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bezeichnet werden mögen, homogen und linear mit ganzen Coet- 

fieienten ausdrücken. Diese » unabhängigen Funetionen (23.) er- 

geben sieh aus der vollständigen Auflösung der linearen Gleichun- 

gen (18.), wenn man in ihnen d, successive gleich d\, d,, da ..., Ö,_, 
annimmt. 

Durch diesen Satz (D) ist in Verbindung mit den im Eingang dieser 
Arbeit gemachten Bemerkungen ein einfaches Verfahren gegeben, um aus 
einem beliebigen Systeme von rational unabhängigen ganzen algebraischen 
Funetionen, etwa dem zuerst sich darbietenden (1,y,...,y"""), durch Auf- 
lösung einer Anzahl linearer Gleichungen zu einem Fundamentalsysteme für 
die Gattung (x, y) zu gelangen. 

Das hier gelöste Problem habe ich bereits in einem Theile meiner 
mehrerwähnten Arbeit im 109. Bande dieses Journals behandelt, und ich 
möchte «diese Gelegenheit benutzen, um ein dort auftretendes Versehen zu 
berichtigen, zu dessen Auffindung ich zuerst durch eine gütige Bemerkung 
des Herrn Franklin geführt wurde: Im vierten Abschnitt dieser Arbeit wird 
nämlich das dort mit (8.) bezeichnete Divisorensystem in das ihm äquiva- 
lente (11.) übergeführt, welches nicht mehr alle Coeffiecienten der Gleichung 
für ©, sondern nur noch den letzten enthält. Diese Ueberführung setzt 
aber, wie a.a. OÖ. ausdrücklich hervorgehoben wird, voraus, dass durch die 
betrachtete Form w die Zahl Eins, oder irgend eine zu P(x,, x,) theilerfremde 
Form darstellbar sei. Berücksichtigt man aber diese Bemerkung bei der im 
fünften Abschnitt von dieser Aequivalenz gemachten Anwendung, so gelangt 
man zu einem etwas anderen Resultate, welches sich von dem in dieser 
Arbeit gefundenen nur formal unterscheidet. Ich brauche auf die Herleitung 
desselben aus dem Grunde nicht näher einzugehen, weil sie durch die hier 
gegebenen Ausführungen vollständig ersetzt wird, und weil das Resultat 


sich überdies nicht so einfach wie das hier angegebene aussprechen lässt. 


Ausserdem ist es mir gelungen, eine zweite ganz besonders einfache 
Methode zur Lösung dieser Fundamentalaufgabe zu finden, welche dem- 
nächst in den „Acta Mathematica“ veröffentlicht werden wird. 

Um die hier durchgeführten Entwickelungen ohne Bezugnahme auf 
die weitergehenden Untersuchungen der vorigen Arbeit vollständig darlegen 
zu können, ist an die Stelle einer rationalen homogenen Form P(z,, x,) hier 
von vorn herein ein Linearfactor c—a als Modul betrachtet, und in Folge 


essen sowohl von der rationalen Ausführung der Operationen, ais auch von 
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der Betrachtung der unendlich fernen Stellen des algebraischen Gebildes 
abgesehen worden. Benutzt man aber die Entwiekelungen der ersten drei 
Abschnitte jener Arbeit, so erhält man, wie noch ausdrücklich hervorgehoben 
werden mag, genau durch die hier benutzten Sehlüsse eine Bestimmung des 
von mir in jener Arbeit zum ersten Male eingeführten absoluten Funda- 
mentalsystemes (vgl. a. a. O. S. 29) auf rationalem Wege, allein durch 
die Benutzung des Euklidischen Verfahrens zur Bestimmung des grössten 
gemeinsamen Theilers. Die Ausführung dieser Uebertragung ist so einfach. 
dass auf sie an dieser Stelle nicht näher eingegangen zu werden braucht. 


20 * 
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Satz von der Erhaltung der algebraischen Beziehung 
zwischen den Integralen verschiedener algebraischer 
partieller Differentialgleichungsysteme. 


(Von Herrn Leo Königsberger in Heidelberg.) 





Bevor die Untersuchung in ihrer ganzen Allgemeinheit durchgeführt 
wird, soll die Methode zuerst an einfacheren Fällen erläutert werden, die 
zugleich eine Charakterisirung der algebraischen Beziehung selbst ermög- 
lichen, welche im allgemeinen Falle nicht ausführbar ist. 

Besteht zwischen einem Integrale » der linearen partiellen Differen- 


tialgleichung 
O0 cv ov 


(1) tet tg = 7; 
Ir I Da I on 


in welcher «, &, ..., «,, y algebraische Funetionen von 2,, 23, . . ., 3, bedeuten, 
und den Integralen «,, %, ..., a, der m irreduetibeln linearen partiellen 


Differentialgleichungen 


N a‘ n\ 
ou OU, ou 
1 i 1 FR 
I a tra a rer a = 6, 
02, O2, Urn 
ou, ou, ou, 
©) da 3 gi da 3 de 3 A = 0 
( 2.) 0% c D, Ion 
\ / 1 s 
Oun Ou,, Ou,, 
d,ı En e + d,2 ge ++ = ei BF > C 3 
O% OR, URn 





worin die a und e ebenfalls aus z3,, 3, ..., 3, algebraisch zusammengesetzt 
sind, die algebraische Beziehung 


2 2 > za‘ 
(3.) vv = w(2,, 33, oe, Zus Us Us, ...;— Un)» 


so folgt durch Einsetzen dieses Werthes von v in (1.): 


al? oo ou oo OUm 
f 1 N 
a Pan . - +++ — ES 4 


0% N A | 
) ( u, OR, OlUm C 3, 
n n\ Ns rn eg 
0@ oOw ou 0 Om 
1 I nz 
ta (+ A 4.4 2 Se) oy 
02, ou, 0% Oun On 
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oder 
0 0W 'aln, ou ou 
I | 1 
a, re FR tr (@, — ++, —- ) 
0@ OU, ou, 
| Pn m I ra ” ) / 
OU, ( S 1 Urn 
ei . \ a fa \ . r Bas U 
Setzt man nun aus den Gleichungen (2.) die Werthe für 
ou, Oun » 5 i 
2. x In (4) ein, so ergiebt sich 
OR, \ 02, 
0 | oo , 0w a,\ou , | An \OU, , c, 
+ +0,=—+- ((n-a, 12) tee [an ) — +0, — 
OR, On ou, Ü, | U, \ a, ORn d,, 
EN 
vw. F 
+ 0W (( an + N) ( zn) u Cm 
0, — U j +[0,—0 — 0 = 
OU, - a,ı OR, An? On Ay 





und nimmt man zur Irreduetibilität der partiellen Differentialgleichungen (2.), 
d. h. zur Voraussetzung, dass keines ihrer Integrale einer algebraischen 
partiellen Differentialgleichung irgend welcher Ordnung Genüge leistet, in 
welche nicht alle Variablen z,, 2, ..., z, als unabhängige, sondern einige 
von ihnen nur als Parameter eintreten, noch die Annahme hinzu, dass auch 
zwischen den m Integralen «,, %, ..., %,, den » unabhängigen Variablen 
31, 22, ».., 2, und den nach »—1 derselben genommenen ersten partiellen 
Differentialquotienten jener Integrale keine algebraische Beziehung stattfindet, 
so muss die Gleichung (5.) eine identische sein, und es müssen sich daher 


die Beziehungen ergeben: 





u En A. _ Im2 
"; 4, d;, An 
u. er, ee, "is __ Im 
’e m u ) 
(6.) %, a, q,, Ami 
1227 ER Aın 2 An an Br An 
a, q,, A, , Ay" 
wonach die partiellen Differentialgleichungen (2.) die Form besitzen miissen: 
ou ou ou c 
u —- +, —-+..+0, —- = —-4 =, 
1 03, + ? 0%, r 4 - ORn d,, 2: 
ou ou ou c 
u. —- +, —- +-.+0 —-— = — 0 =9% 
(7.) 1 0%, + 2 O2, I + n O2, a,, 1 ’2 
e OUum Pr OU RO Ölm _ Cm En . 
ı 0%, ’ Os, De a Tim 
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während nach (5.) » der oben gemachten Annahme zufolge der in z,. 
By 200, By; Uy Ur 22, 4, Identischen Gleichung genügen muss 


r nn n n r en 
N C@ C@ O0 ou , Co i co 

/OQO \ 1} 1} t ’ f 

(5 ) [04 +0, - +0 +Y = --V. 7-9 -— en 
. 1 ‘ I 2 Pr n\ r 2 r r 

R. O3, O2, TE ou Im öu, z 


die Funetion & der Gleichung (3.) somit ein algebraisches Integral der 
partiellen Differentialgleichung 


j ou ou ou ou ou ou 
I.) = +%=—+:-- -0,- Yan tY2=—- try > 9 
\ J 1 O3, j < O3,  ; t n On + /ı ou, +7: ou, 7 af Ou,, / 
sein wird, in welcher 2,, 23, ..., 2&,; %, %, ..., %, von einander unabhängige 


Variable bedeuten. 
Da nun, wenn das totale Differentialgleichungsystem 


1 ds, ds, ds, du, 
(10.) - — ı— = . ig — de EEE een 


a, a, &, Yo 


die » Integralgleichungen besitzt: 
(11.) (fa, Day een 3,)= dh, Pie, 85... 3,)= 0), re 
AR (21; Say .. 3,) on Ri u,— 3? (21, Bay rue %,) sn Ö,, 


jedes Integral der partiellen Differentialgleichungen (7.) in der Form dar- 
stellbar ist: 





u, Dee: > (2, 23% nn zu)+ı /fı; fh, nad st, 
(12.) Er Rt (21; Bay rue 2,)+$: fh; fr: Br r-1| I 
U, u (2, 32, ui 2,)+ 9%. fı, fh, .mang MAP 


worin fs Pas +++, , Willkürliche Functionen der eingeschlossenen Grössen 
bedeuten, ferner die partielle Differentialgleichung (9.), wenn m-+n Integral- 
gleichungen des totalen Differentialgleichungsystems 

dz, dz, dz, du, du, u Ki 


(13.) = — u re Qu zz = =... 18 = 


\ f a &, O,„ Y, Y > 


du, du 


I Y 
durch 

ie rer 
(14.) Pa Beh en 1) = Baramıı 
u—f(21, :++, 30) = Parn 

dargestellt werden, das allgemeine Integral besitzt 





\ / i 1 (2) (m) | 
(15.) Ha f\2:, Sayerıy 3,)+Pifi, fr; er In-ı7 U > ; U fa zer, Um—ln In 


worin ? wiederum eine willkürliche Function aller eingeschlossenen Grössen 
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bedeutet, so wird die Beziehung (3.), da ein Integral der partiellen Diffe- 
rentialgleichung (9.) war, die Form annehmen 


16) we fr, AN rn rn N, a a], 
wenn 2, eine bestimmte Function der eingeschlossenen Grössen darstellt. 
Setzt man nun in (16.) statt ,, %, ..., a, beliebige andere Integrale 


der partiellen Differentialgleichungen (7.), die sämmtlich in der Form (12. 


dargestellt waren, und nennt vo’ den aus (16.) hervorgehenden Werth von 


», so folgt 


177 v' _— f(2ı, 29 .„.. 08 1. 
17.) 

| +: fr fü vw, (fı, N Au? Beth RG PUR SPOREPRPFR 7 
worin %, Ws, .2.., %W, bestimmte Funetionen der eingeschlossenen Grössen 
bedeuten. Da aber die Integration der partiellen Differentialgleichung (1. 
von dem totalen Differentialgleichungsystem 

dz dz, dz, dv 
(18.) ’ m —.= LE — _— 


a, a, OL, 


> 
abhängt, so wird das allgemeine Integral derselben mit Benutzung der oben 


eingeführten Integralfunetionen durch 


(19.) af IR N ei) 

dargestellt sein, worin (2 eine willkürliche Funetion bedeutet, und somit wird 
vo ein Integral der partiellen Differentialgleichung (1.) sein, die algebraische 
Beziehung also zwischen beliebigen Integralen der Differentialgleichungen (X. 
und einem passenden Integrale der Differentialgleichung (1.) erhalten bleiben. 

Aber wir können auch die Form der algebraischen Function & fest- 
stellen, welche der Gleichung (8.) genügen musste; bestimmt man nämlich 
U, May 22, 4, 80 als algebraische Functionen von z,, 2 z,,. dass den 


“ie a2) ..  .%4 Aa 


Gleichungen 


(20.) era... en 


( u, cu cu 


genügt wird, dass sich also 


I ar rn re a ee 


7 J/ - 1; 


ergiebt, worin @,, @, ..., a, algebraische Functionen der eingeschlossenen 


Grössen bedeuten oder gleich allgemeiner — und darin ist auch die Vor- 
on, oo 
aussetzung (20.) eingeschlossen — unter der Annahme, dass 


ou, ou 
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f 


Bin, “ie . . 
- VON %, %a, ..., 4, unabhängig sind, also 
OU 
u 
0Ww 0W 
— = 9, 3.4 Sb pl 85:5 Bu) 
ou ou, 
22.) ? 
f 0@ 
r —=( ( “ Ja en og . 
Oly Pu\2ı; 22, 3.); 





und somit w eine lineare Function von %,, %, ..., %, Mit VON 2, 2, ..., 2 
algebraisch abhängigen Coeffieienten ist, die Werthe von w,;1, us: 
a, aus den «+1 anderen Gleichungen 
0@ ow 0W 
—=(, .., ——=( 


—(), 


(23.) i | 

M Oly+1 OU u+2 OU, 

als algebraische Funetionen von 2,, 2, ..., 2, In der Form 
(24.) u 


und setzt alsdann nach (3.) 


ur = Ayrı(21; BR a re Br 


e=w(a, oo, Sn U, oo. U, = gp,(2, .... 3,JUıt 


+9,62; nr 3,)u,+0,(2,, ...;- ins Urs ... 0.4 U). 


ID 

or 

ut 
non 


WON Pr 2:5 Pu, @, algebraische Funetionen der eingeschlossenen Grössen 
bedeuten, so folgt durch Einsetzen dieses Werthes in die in 2. .... 3,. 


Us 2.2.5 %,, identische Gleichung (8.) 


op, Op, Op, Pu, „Pu m Pu 
(@, q +03 Az re, dz %++ 45, 17 +r%, Na U 
IRo Sn a2 


O2, OR, O2, 
DIE 00 an, 0w 00 OW 
\“ D.) 1 ! Bir u RR Ve & u TER Pain" RR. BER A u 
a a rn m 7 7 
a 02 T6 O2, re 0%, Dr az rt ou, 


l 2 





und es ist daraus unmittelbar ersichtlich, dass @,, 2, -.., %,„ algebraische 
Integrale der partiellen Differentialgleichung 


r r 


Be Op op of 
f; .) \ 0 AR ... Ü — — () 
- i.) l O3, + 2 ÖR, + + n 02, 


sein müssen, während @,(21,...5 245 Yarıy +++, %,) ein algebraisches Integral 


der partiellen Differentialgleichung 


0% 0W 0w 0W oWw 
L 1 I_ ... _ _ L - _—— 1 ... 2a er Ta 
PETE | G; ar, + 03° N. ug -{ ÖL, 2 uf 19 1 | Ym N 
(28.) | OR, O2, On OU y-+1 OU,n 
_— AI ee I —— et — ) 
ne A YuPu 


sein wird. Setzt man nun für “1, Ur, +++, %, die durch die Ausdrücke 


(24.) gegebenen algebraischen Functionalwerthe von 3, &, ..., 2, in die 
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Function @,(2,, 23, -»., 225 Yyurıy «+, %,) ein, so wird die algebraische Function 
von 2» ..0.. Z 


n 


(29.) ER = w,(2,. 00.4 "n® ar ee da | 


[A| 
ut 
u 


die Beziehungen liefern: 


o8, a Ow, er ( o dur a. 7 0W, OA, 

0 0% Our 0%, In 0% 
30.) 

o8, 00, , 00, Our 00, ca 

Be or Tier; A OÖ, 





und somit wird der Ausdruck (29.) vermöge (23.) ein algebraisches Integral 
der partiellen Differentialgleichung 


0 3Q Oo 
C.%s ( Co% 
f® I ei u y a ER eh 
(31.) o, 2 - + 2 + +,2— = 719: Ya 
bey vn 
sein. 
Setzt man nun 
(32.) 2, = V-9.W- 92." —Y,.U, 


und führt diesen Werth in (31.) ein, so folgt vermöge der Beziehungen 


02 oV op og cu on 
l ] A 1 
- = — lu, <t —p —a- —e—g, 
O3, O3, ' 0%, #02 Zur z, Fu: 
(33.) | 
082 % 6 V RER n G, u ( Pu w ( u, j OU, 
02, O2, di; "02 ir 2 Fu 5: 





mit Berücksichtigung der Gleichungen (27.) und der ursprünglichen Diffe- 
ın = » 4 » vr - 
rentialgleichungen (7.): 
oV V oV 
(34.) 4 +% —— + +0, = y! 
C . C “, UÜx 
es ist somit V ein Integral der partiellen Differentialgleichung (1.), und es 
würde somit vermöge (32.) zwischen einem Integralsystem von u der Differen- 
tialgleichungen (7.) und einem Integrale der Differentialgleichung (1.) eine 
algebraische Beziehung der Form stattfinden 


(35.) cp —p.u, = 2 


. 
7 19 


machen wir somit die Annahme, dass algebraische Beziehungen nicht schon 
zwischen Integralen von weniger als m der Differentialgleichungen (.) und 
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einem Integrale der Differentialgleichung (1.) stattfinden sollen, so muss u = m 
sein und somit die algebraische Beziehung zwischen den Integralen die Form 
annehmen 


(56.) v = pt PpW++Yp,..u,+tP,, 


WOrIRn Pıs Par =. fm algebraische Functionen von 2, 22, -.:, 2, bedeuten, 
welche der partiellen Differentialgleichung (27.) genügen, und P,, wie un- 
mittelbar zu sehen, ein in 2,, 23, ..., 2, algebraisches Integral der Differential- 
gleichung 

oD 2! OD 


— + re = 1 -NPı-Y2P2—""—Ym fm 


r 
1 /®, C .n 


(3) 
ist. 

Man sieht aber zugleich auch umgekehrt, dass, wenn wu, %ı, ..., 4, 
irgend welche Integrale der partiellen Differentialgleichung (.) bedeuten, ein 
Integral der Differentialgleichung (1.) mit diesen m Integralen durch eine Be- 
siehung von der Form (56.) verbunden ist, worin Pi, Pr, +++, $P, beliebige 
algebraische Integrale der Differentialgleichung (27.) und P, irgend ein alge- 
braisches Integral der Differentialgleichung (31.) bedeutet. 

Fassen wir die eben gewonnenen Resultate zusammen, so erhalten 
wir den folgenden Satz, welcher das Analogon zu dem bekannten Theorem 
von der Nothwendigkeit der linearen Form algebraischer Beziehungen 
zwischen Abelschen Integraien bildet: 

Die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen dafür, dass zwischen 


einem Integralsystem der linearen algebraischen partiellen Differentialgleichungen 


ou ou ou 
1 ! 1 | ! u 
di; Ey d;; FL +++ d,n e Be C, 
O3 ÜR% Us 
| 7 n 
Än an 
( Hu q N ( Lem j Olm 
a nl ae u dt, BD 2 ide + An a . C, b) 
{ =, ( BR ( en 


von denen nicht nur jede irreductibel sein soll, sondern die auch der Bedin- 
gung unterliegen, dass zwischen m ihrer Integrale, den n unabhängigen Va- 
riablen und den nach nur n—1 dieser Variablen genommenen ersten partiellen 
Differentialquotienten jener Integrale keine algebraische Beziehung stattfindet, 
einem Integrale der Differentialgleichung 


0V )v ov 
4 +5 ++, — = 


( 
5 
O2 OR, } 


> 
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und den unabhängigen Variablen z2,. 25, ..., 2, eine algebraische Beziehung 
stattfindet, sind unter der Voraussetzung, dass nicht schon zwischen weniger 
als m-+1 Integralen dieser m-+-1 partiellen Differentialgleichungen eine alye- 
braische Relation existirt, die folgenden: 


» A, , Ay, A 2 a, 

er a,, ., ° 
Aın (A), Ann &, 
ad d Ad 1 RN a. L 


2) muss die partielle Differentialgleichung 


( f ( q | og 
0, — +0, — : +. 02 a 


C R, ( =, Urn 
algebraische Integrale besitzen, von denen wir m beliebige durch $,. $. :: :. 4 
bezeichnen wollen, 


3) muss, wenn 


> 


”2 I“ 2 Vo . . .. CU, _ 
a er a, er m 0 * 


gesetzt wird, die partielle Differentialgleichung 


Oo» , SH meER om 
"FOeR 3, Ir = mrne zeichen zu ler u Da > 1 ee 35 < Suui” g 


Im Im pP / 
U: UR, Un 


0, 


ebenfalls algebraisch integrirbar sein, und es werde ein beliebiges algebraisches 
Integral dieser durch PD, bezeichnet; 


dann und nur dann findet eine algebraische Beziehung der Form 


oo = 1% + %2.%+ PU u D. 


i 


statt, und diese algebraische Beziehung bleibt erhalten, wenn statt u,, ,. .... 
beliebige andere Integrale des obigen Differentialgleichungsystems gesetzt wer- 
den, wenn man nur für v ein passendes Integral der gegebenen Differential- 
gleichung substitwirt. 

Wir wollen den eben bewiesenen Satz auf die Zusammenstellung 
einer beliebigen irreductiblen partiellen Differentialgleichung erster Ordnung 
und einer partiellen Differentialgleichung irgend welcher höheren Ordnung 
ausdehnen. 


Sei 
ae en 
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eine algebraische irreduetible partielle Differentialgleichung erster Ordnung 
mit den unabhängigen Variablen z2,, &, ..., z, und der abhängigen Va- 


riablen x, ferner 


‚9 \ al) OD oMp al) amp 
Fi {m - E e E ü - 
(39, ) F 21a 29% og ns ® n I) . ec we r . n CE. Der ur vu Dr — () 
\ 7 \ i t) b) ) m m ) -ım—]1 P I m 
O2, OR, 02, OR, OR, O2 


eine algebraische partielle Differentialgleichung mter Ordnung, und bestehe 
zwischen zwei Integralen «, und e, dieser beiden Differentialgleichungen 


eine algebraische Beziehung der Form 
(40.) % 5 Hure, a), 


\ 


so geht durch Substitution von (40.) die Difterentialgleichung (39.) über in 


Ay ou, on, ce" u, om u, o"u, 
41.) D is 29 eo. Bi Ur. ve en [) BE r 4 nr r Berg 0.0.9 4 ; v, 
E f 1 2 n l ad ab ( -m Ozı1ld% ‚ I FE 

IR, =“. . . u U2, 


worin ? wiederum eine algebraische Funetion der eingeschlossenen Grössen 


bedeute. Da nun aus (38.) 


i ou ou on, ou N 
42.) 1 — (3. 234 u 4 wi RR Us p 4 P fi .... r J 
\ , 'Z © ı& 1 


Üxpn IS, 


folgt, sich somit alle partiellen Differentialquotienten von «, von der Form 


Nn 

OSsUu, 
, 7 (o=0,+03+''-+0,) 
ORT'0222.,..03”n 


u 2° n 
algebraisch dureh 3,, 3, .... 2,., a, und die partiellen Differentialquotienten 
von der Form 
c ou, 
“O,Nm05 m In—1 (= 0+0%+:- +0„—1) 


A Pe 
y n—1 


ausdrücken lassen, so wird durch die Substitution dieser Ausdrücke die 


D> 


Gleichung (41.) in 


nn r n nn n 
J N aM a" mm 
(43 \ P(z P . " au, cu, x u I u, o"u, 0 
\ e .) a ie =) ..04 °’n3 13 El sony wi yoooı m “ a ER 1 yo). nm 2 VE 
Us, Can—1 Ox, OR, O2, 03,—_ 


übergehen, worin 7 algebraisch aus den eingeschlossenen Grössen zusam- 
mengesetzt ist, und es würde daher «, ein Integral einer algebraischen 
partiellen Differentialgleichung mter Ordnung mit nur n—1 unabhängigen 
Variablen z2,, &. ..., 3,_, Sein, in welche z, als Parameter eintritt. Da 


dies aber vermöge der Irreduetibilität der partiellen Differentialgleichung 
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lei- 
chung (43.) eine identische sein, und daraus folgt somit unmittelbar, dass, 


erster Ordnung (38.) nieht der Fall sein darf, so muss die Differential 


(r 
ben) 


wenn man für «, irgend ein anderes Integral «, der partiellen Differential- 


gleichung (38.) setzt und der Relation (40.) gemäss den Ausdruck 
(41.) a I) 


bildet, v, auch ein Integral der partiellen Differentialgleichung (39.) sein wird. 

Daraus folgt also, 

dass, wenn zwischen zwei Integralen einer algebraischen irreductiblen 
partiellen Differentialgleichung erster Ordnung und einer algebraischen partiellen 
Differentialgleichung beliebiger Ordnung und den unabhängigen Variablen ein 
algebraischer Zusammenhang besteht, dieser Zusammenhang erhalten bleibt, 
wenn für das Integral der irreductiblen Differentialgleichung ein beliebiges 
Integral derselben, für das Integral der anderen Differentialgleichung ein 
passendes Integral substitwirt wird, 

Es mag hervorgehoben werden, dass die Gültigkeit des Satzes be- 
stehen bleibt, wenn man die Voraussetzung der Irreduetibilität, welche die 
angegebene Eigenschaft aller Integrale der partiellen Differentialgleichung 
(38.) In sich schliesst, fallen lässt, aber statt dessen annimmt, dass das 
specielle Integral a, die Eigenschaft habe, nicht einer algebraischen partiellen 
Differentialgleichung irgend welcher Ordnung zu genügen, in welche nur 
n—1 der Grössen 2,, 2, ..., 3, als unabhängige Variable und die »te nur 
als Parameter eintritt. 

Nachdem dies vorausgeschickt, ist leicht zu sehen, dass sich alle 
die Auseinandersetzungen, welche ich bei Entwiekelung des entsprechenden 
Problems für totale Differentialgleichungsysteme gegeben habe*), unmittel- 
bar auf beliebige partielle Differentialgleichungsysteme übertragen lassen, 
und dass sich mit Benutzung der für irreductible partielle Differentialglei- 
chungsysteme gültigen Eigenschaften**) der folgende allgemeine Satz aus 
sprechen lässt: 

Es seien k algebraische irreductible partielle Differentialgleichungsysieme 


der m,ten, m,ten, ..., m,ten Klasse in der Form gegeben 


*) Lehrbuch der Theorie der Differentialeleichungen 8. 70. 
**) S. meine Arbeit „über die Irreduetibilität der algebraischen partiellen Differential- 
gleichungsysteme“, dieses Journal Bd. 111. Heft 1. 
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\ 49. ol, O2 » Brei), 2 20 &) 
\ / 0 1 % 
96, Mom, 6 
: ‚ E . an Hm . 
ol, 03, e 
an a. Y Y Y 1 > k) Y Ae 
worin Gy, Gyr +++, G,, ganze Functionen der Grössen 
\ Sy n R 0 
_ \ 2 jRR i OU Olli Ollom, Um, 
(( 7, “2% a)“ ..or.‘ 29 Us Uns „m... Um b) rn 4 ... 0.4 r “4 .... , « 
‘ ‘ Pe O8 O2, 03, O2, 


- - 


und einer Grösse t,, sind, welche eine Lösung der mit Adjungirung der Grössen 


(a.) algebraisch irreductiblen Gleichung 





G(z i OUo1 
\21; =) .». .. PR U, U 2. ..o% .. FR b) - - ... .& 
5 % 5 e OR, 
f - - 
(46.) . ) 
OU 1 OUom, ( Uom, u 
Bin “ . ra u b) .0.0.a MM “ * > (0) 
Un Ux On 


ist, und mögen zwischen k Integralsystemen dieser k Differentialgleichungsysteme 
Us Ua, ne .. Uns 


U; Un, © . .. U, 


ZMa I 





Uy Ua ren Uamy 


und deren nach 2,, 2, +... 3, genommenen partiellen Differentialquotienten 


beliebiger Ordnung — unter welchen Grössen selbst algebraische Beziehungen 
nicht staltfinden sollen”) — und einem Integralsysteme 
(b.) Aa 2 


eines beliebigen irreductiblen oder reductiblen (auch in gesonderte Systeme 


serfallenden) Systems partieller Differentialgleichungen 


r 





og ou, _ g 

C e; O2, 1% 
(47.) 

og ©v, 

E n - = m» 

oT, 0% In: 


1 


*) Die Annahme der Irreductibilität der Differentialgleichungsysteme schliesst eine 
derartige algebraische Beziehung für die Integralelemente eines solchen Differentialglei- 
chungsystems schon von selbst aus. 
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worin Yır Jar +++, 9 ganze Functionen der Grössen 
4 - - , a R ] N 
P.) 1; =), ...|;. Zus ®;. U), og Uns ö Ce Br Br ‘ 5 


und einer Grösse r, sind, welche eine Lösung der mit Adjungirung der (Grössen 





2.) algebraisch irreductiblen Gleichung 
( E 
( zZ vB 4 ei 2 BD, O5). . » 0. " 4 EU 
g 13 e) n 9 1 2 ny ex 
(48.) 
& ot OO ao N 
wir eng 2 ) 
ÜRn 02 02 
ist, v und nur v, worin v=.m, algebraische beziehungen von der Form 
statthaben 
( on On ou 
(ı\Fı, 2, u... @, . 
. 02 UZ 0% 
ou ou 
e 0, © l u 
a; 
49.) 
ou ON OU 
fr\ 31, 25% u Dny U, > z. [3 : m : q 
o’u ou 
4 ! 1 M, ! w 
O%3.,.02 O% 





WOrIn Piz +++, P, ganze Functionen der eingeschlossenen Grüssen bedeuten 
und u der Kürze halber die Gesammtheit der Integralsysteme (a.) darstellen 
soll — dann bleiben diese Beziehungen (4).) erhalten, wenn man statt u will- 
kürliche andere Integralsysteme 


! 


Ki a 0 


x. APR u 
der Differentialgleichungen (45.) einsetzt, vorausgesetzt, dass man nur statt 
des Integralsystemes (b.) ein oder auch verschiedene passende Integralsysteme 
der Differentialgleichungen (47.) substitwirt. 

Um die zu einem beliebig gewählten Systeme der # zugehörigen ® 
zu finden, verfahre man folgendermassen: 


\ 


Man stelle aus den Gleichungen (49.) und (48.) v,, ®;, ..., v, und 


r, als Lösungen algebraischer, mit Adjungirung von 3, 3, 3,, U, 
Ou ou ru ru o’u 

a Mr pP tr ıy 
0% , .. °. N . i) 03? ’ .. u. / x 03, 4 oe. } 32 une L, v, N 19 org q irredue tibleı 


mn in 


| 
| 
| 











Königsberger, Satz von der Erhaltung der algebraischen Beziehung. 


168 


Gleichungen 
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(91.) 
- ni 
OMu oO u 
. tl, © AR T,) = UV 





gs W er 4 u... m 0.9 ', v+19 
OR, O&yn Or, 


dar und bestimme eine Grösse T, als Lösung einer mit Adjungirung von 


n6 E 
)2 


ou ou O’u O’u o’u r 
Zr 23, org Zus U, ‘ “ u. 04 r “ r . ww. r ‘ . ‘ „yo, „ UÜ,rıs ee Gen 
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‚ r a Eh ‚ “ oeovo.o19 ! ® 3 ... ® . T) pa () 
O3, O2, ? ’ 02? ) ) 3 v+1) ’ m» 
+... ®, und z, rational durch T, und die übrigen 


derart, dass sich ®,, ©; 
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ausdrücken lassen“), setzt diese Werthe von ®,,...,®,, 7, für &,,....®,, 7, 


in die m—v letzten Differentialgleichungen des Systems (47.) ein, so dass 
sich, wenn @,, ..., @„_, rationale Funetionen bedeuten, 


r 





00,41 / 5 Ou ou o°’u ou 
_ ug 0, (Ss 23s ww A ne u. Az Az ai Az An 
( “, u. = = ( Au = 2 
o’u - Oby41 Ot,41 or oV an \ 
Bi t, Ü,4ı1 ... 0% Uns nn “ .. 04 6 “ ern ® r u. 08 Z “ u}, 
( m ( a ( = @rS Ux% 
4, n 
55.) 
Od f he > Ou ou o’u ou 
A — Bann \ Ze =) Pa nn“ U, w x. z er & 
( >, Üx O% OZ ( O2 
( u CO, OU,41 OU Or er. 
“ [ s ? „ \ 
2? t, ® y+ ] . ee.“ Q ‚®s nn “ ... 00 sw “ ww vr En “ ... 94 E . E J 
Uspn ( Dun UÜxy sr Üx% 


ergiebt, so werden, wenn man für « und die zugehörigen ? willkürliche 
Integralsysteme « und f der Differentialgleichungen (45.), (46.) setzt, ferner 
irgend ein Integralsystem 

A A 

der Differentialgleichungen (59.) bei willkürlicher Festsetzung des Zweiges 


der Wurzel T, der Gleichung 


‘ ’ ‘ # ‘ ‘ > } 
A u ou o’u ou 
F 2s 29, .e 0. Dny (2 b) ‘ s um: ac p/ 2,9 im 0m ß z 


ni 


wählt, die aus den den Gleichungen (53.) analogen Formen 





R > Fi hi 2 : ou ot e’u 
Ü;, — R,\ 2. DI vera Ay U, Oz oz 02 
3 
o’u ou ZEN 
Em; Ü Tl, ) 
02,0%, O% 
.nN 
4 6.) 
/ 
/ ou ou 
! ! vu 
..—= A, (z.. z ur I 
O% O%n O% 
o’u o’u' 
, r “ .... 0... - ’ “ ...0 0.“ Fi ®, +1» ...0.0 .&«4 ® “ T,) 
O%A.03 O%&n „ s 


hervorgehenden Werthe von ®,, ..., v®, zusammen mit v/,.,,.... vo, dasjenige 
Integralsystem der Gleichungen (47.), (48.) bilden, welches für Substituirung 
jenes willkürlichen Integralsystems der « gesetzt werden muss, damit die 


gegebenen algebraischen Relationen (49.) erhalten bleiben. 


« 


*) Vgl. den zweiten Abschnitt des ersten Capitels meines Lehrbuches der Theorie der 
Differentialgleichungen. 
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Zur Auflösung der lemniskatischen 
Theilungsgleichungen. 


(Von Herrn K. Schwering in Düren.) 


Eine Gleichung höheren Grades gilt als algebraisch gelöst, wenn 
eine Potenz ihrer Lagrangeschen Resolvente durch die Coeffieienten der 
Gleichung oder in irgend einer anderen Weise durch gegebene Grössen 
dargestellt ist. Ein klassisches Vorbild und Beispiel dieser Lösung ist die 
Jacobische Kreistheilung. Es ist das Verdienst Kroneckers, in seiner 
berühmten Abhandlung (der Berliner Akademie vorgelegt von Lejeune 
Dirichlet am 20. Juni 1853) für die Lösung der allgemeinen Abelschen 


Or 
15 


Gleichungen den analogen Weg gezeigt zu haben. Zugleich ergab sich, 
dass die Wurzel jeder Abelschen Gleichung mit ganzzahligen Coefficienten 
als rationale Funetion von Einheitswurzeln dargestellt werden kann. Diese 
bedeutsame Entdeekung hat Kronecker später in seinen Vorlesungen und 
in verschiedenen Aufsätzen über die Composition der Abelschen Gleichun- 
ven dem Verständnisse weiterer Kreise zugeführt und durch die Beziehung 
zu den singulären Moduln in bewunderungswürdiger Weise vertieft. Ich er- 
wähne hier die Festschrift zu Herrn Kammers Doetorjubiläum und die kleinen 
Mittheilungen vom 7. und 21. December 1882. Schon in der von mir an 
erster Stelle genannten Abhandlung erwähnt Kronecker diejenigen Gleichun- 
ven, von denen die Theilung der Lemniskate abhängt, und sagt, dass sie für 
die Abelsehen Gleiehungen mit complexen Üoefficienten „„a+bi‘ eine ähnliche 
tolle spielen wie die Kreistheilungsgleichungen für Abelsche Gleichungen 
mit ganzzahligen Coeifieienten. Es ist daher kein Zweifel, dass die T'heorie 
der Lemniskatentheilung gerade unter dem Gesichtspunkte der Lagrangeschen 
tesolventen von hervorragendem Interesse ist. Bisher stand aber dieser 
Untersuchung besonders der Umstand entgegen, dass die Bildung dieser 
esolventen theoretisch sehr einfach, praktisch aber geradezu unausführbar 
erschien. Während in der Kreistheilung die Beziehung der Wurzeln zu 
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einander die denkbar einfachste ist, waren analog einfachere Beziehungen 
in der Lemniskatentheilung nieht bekannt. Die Auffindung und Erläuterung 
solcher Beziehungen ist ein Hauptergebniss vorliegender Abhandlung. Dabei 
ergaben sich zugleich sehr merkwürdige Zahlendreiheiten, welche, ganz 
abgesehen von der Lemniskatentheilung, Beachtung verdienen. Für die 
Resolventen selbst ist es mir einerseits gelungen, nach Kummerschen 
Methoden einen gewissen, stets auftretenden complexen Factor auszuscheiden, 
andererseits die Berechnung einer gewissen eyklischen Function durch eine 
besondere Art von Kettenbruchentwickelung zu vollbringen. Auch die Be- 
rechnung der Diseriminante der Theilungsgleichungen „elang. Endlich 
zeigte sich, dass ausser dem Producte («, 2)(«@”', x), besonders für g = 8m+1, 
das Product («, z)(@”', 27’) von entscheidender Bedeutung ist und nach 


einfachen Methoden berechnet werden kann. 


64. 
Theilung durch (1-+i 
Die Multiplieation der. lemniskatischen Functionen mit Potenzen von 
1-+i gelingt nach dem von mir (dieses Journal, Bd. 107, S. 232) angegebenen 
Verfahren mit Hülfe nachstehender Formeln: 





. + . .\ (] + i)r . nn ; | u . Kr 
sinam(1-+:)u = —— — sinam(1-+i) u = — — Y1—r' 
Y1—r' j l+2 

(1. 

\ | 

’ D (x). ®,(r*)...D,_,(x*) 
.. ä f L ö\" u \ { | ” n 9\ J)» 9\* I». 1 1 T J 4 
snam(1-+:)"u = (l+i Dig zV/1l—ı*. 


Hier bedeutet: 


T 


l 


sinama, 2,(e)=1V1—-r, (a = 1+r%, 
PD, = 1-6r°4 8°, 
2, = 1420 —-262° +20 2’ +2", 


P,() = 1-8827+92 2°—-872 21990 2 8722” +92 02-882” +1”. 





Die einzelnen ? gehen aus einander hervor durch die Gleichung: 


) ER am ( —4r' \ 
8.) Parka‘) = (1-2) Play) 


Auch kann man für dieselben die Gleichung beweisen: 
/ 4\ - + ER, 2 „an 
(4) Burle) = 2D) Bla). 


Am einfachsten gelingt der Beweis durch vollständige Induetion. Man 
I9% 
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—4r' 
A. 
jeder um eine Einheit. Für m =1 ist aber (4.) richtig: 


1-62°+2° = 2(V1-aHht—- (142). 


Aus (4.) kann man, wenn beiderseits 2), ,,(z*) subtrahirt wird, eine merk- 


= 


würdige Gleichung für den Ausdruck 2, ,.—P,;ı gewinnen. Durch (4.) 
kann man auch 2 mit den Indices 0, —1, —2, ... erhalten. Es wird 


ersetze x* durch so vermehren sich die Indices m, m+1l, m+2 


t 


&=1, 8,=Y 


* 


— —, %8 w. 
2(1—y1-—r‘) 

Der Coeffieient von x* in D,(«*) ist: 

1 + (— I pt+1 ‚2m 


Dr Am —? nt elite: Ah 


b) 
Die T'heilung der Periode dureh (1+:)" verlangt, wie (1.) ersichtlich macht, 
die Lösung der Gleichung 2,(«*) = 0. 
Diese Gleichung ist nicht irreductibel. Wie wir oben gesehen haben, 
gehen die Theilungsgleichungen, jede aus der vorhergehenden, dadurch 





| 4r* r 

hervor, dass x° durch — de) ersetzt und dann der Nenner fortgeschafft 
. r r . 5) i Mr? 

wird. Nun ist dies aber dasselbe, als wenn man z° durch 7, ersetzt; 


und da 2, zerfällt, indem 
DB, = (aD +Hi)(e—i) 
ist, so zerfallen auch die folgenden D. Hieraus ergiebt sich der Satz: 
Jede Function 2,(x*) zerfällt in zwei Factoren: 


Due) = ul) €), 


> 


von denen die eine aus ö+x’, die andere aus ö©— x” hervorgeht, indem man 
2 


. 2 2ix ü . 
wiederholt x=° durch j_.„. ersetzt und jedesmal die Nenner fortschafft. 


So ist: 

B,(c) = (+ 22°’ 1) +22’ —1) = d—-6rHl, 

P,(e) = (4a +22 +4 Hl) Hi +22 —Lie’+1). 
Um die Lösung dieser Gleichungen zu ermitteln, wollen wir die Beziehungen 
ihrer Wurzeln zur Periodentheilung darlegen und dabei schrittweise verfahren. 


> 


4 . “ - . ® K . 
‘s ist snamkX = 1. Suchen wir sinam werz zu bestimmen. Setzen 





. 
ww 
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a ' K ; L 
wir x = sinam ——, so ist nach (1.) (erste Formel) 


1+i 
(I+i)x 
re! )T 
yl—ır* 
Daher die doppelte Wurzel z’+i=0, also 
s K 1—ı 1-1 
sinam —— = — oder = — 
l+i Y2 y2 
Zur Entscheidung führt das Additionstheorem. Es ist 
a wi u ee ZEN. 
sinam- ne sınam( 515); 
; K FR EM n 
sinam, cosam,, Jam, sind positiv; 
also ist eindeutig 
K 1—i Ä 
sınam —— = > Fa ale, sum 
1 +2 | ) 


Dies ist die lemniskatische Auflösung der Gleichung €’+:=(0. Ersetzen 
wir x durch zi, so erhalten wir € —-i=0. Also: 
Die Wurzeln der Gleichung z'+1=0 sind z = sinamo, wenn 


K K Ki Ki 
v= nn  —, m — 
1-+: 1+: l-+ı l-+i 
Schreiten wir zum folgenden Falle. Ersetzen wir in 2@’+i=(0 die Unbe- 
‚ 2ix” 
kannte x’ durch ge, 80 erhalten wir 
(9.) 2 —-2r—-1 = 0 


yo * . [3 * rv » K 
Wie die Entstehung derselben beweist, ist eine Wurzel derselben sinam ,.: 
? 


Bi . : ' > y 
wie ihre Form zeigt, ist neben x auch immer — — als Wurzel vorhanden. 
Da nun (s. d. Abh. Bd. 107, S. 199) 
sinam (w).sinam(a+K-+K) = —i 


- 


. 0} . /K  ; ”. . r \ . r 
Ist, so ist auch sinam( 5; +K +Ki) eine Wurzel von (5.). Die Wurzeln von 
P;(x*) sind also sinamo, wenn 
K K ige 
6 ı K+ 
ya. K-+Ki 


genommen wird. Ausserdem darf man die Argumente mit den Potenzen 


von © multiplieiren. 








2 
Ni 
| 
| 
| 
j 
E 
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Im folgenden Falle entsteht aus (5.) die Gleichung 


(6.) e— 4er +22+4ic’ +1 
Wie ihre Entstehung beweist, sind zwei ihrer Wurzeln sinamo, wenn 
K K 
®, — : 294 ®> = +K: 


+)’ 

(durch Division aus den vorhergehenden abgeleitet); wie ihre Form zeigt, 
kommen hinzu 

= +K4Ki; 9=0o+K+Ki 

2 (1 ET i)® N , * 37T . 
Multiplieiren wir alle vier mit den Potenzen von i, so haben wir die 16 
Wurzeln der Gleichung 2,(z”) = 0 

Indem wir in derselben Weise weiter schliessen, finden wir: 


Die Gleichung P,..(2*) =0 hat die Wurzeln 


z = sinam(e,). 
wo 
K K K . 
o,- N, | n,.K, 
a a te rt 
Mr rel Der et; 


ausserdem sind zulässig e,+K-+Ki, und endlich ist es gestattet, die so ent- 
stehenden Argumente mit den Potenzen von i zu multipliciren. Die Anzahl 
der », ist m—2, die ihrer Werthverbindungen also 2”; durch den Zusatz 
K-+-Ki wird diese Zahl verdoppelt, also 2” 
Potenzen von ö diese vervierfacht, also 2”*'. Und das ist der Grad von 
Pu+1(&). 

Wollen wir nun eine Methode, welche die Auflösung sofort liefert 
und den Charakter des Ergebnisses zugleich klar zu erkennen giebt, so 


‚ dureh die Multiplieation mit 


beweisen wir die Gleichung: 
En 2 i —1-+i 


Fi ıın“< ti = 0 2 Sl aa NEE EEE NE ERETTLIUNE 
N BE nt na sin’am(1-+i)u 7 sinam(l1--i)u.sinam(2i.u) 





Die Richtigkeit derselben erhellt aus den Gleichungen (1.) sofort: 


” AR „1 1+2 

Bit Dar -+- IH)- (—2+2)2° 
di rn K ' a’. K 
Setzen wir in (7.) = —z, so wird sin’am ;- = 1-12, dagegen folgt 


At) 2i 
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. (2 K j et i 
sin’ ama = 1+YV2 für «= 5; +K+Ki So erhält man: 


„IR 


sinam -, \r2-1, sinam ( . +K+ Ki) = VY2-+1. 


82. 


Theilung der Periode durch eine (complexe) Primzahl. Vorbereitung. 
Für die lemniskatischen Functionen besteht folgende Multiplieations- 
gleichung: 


sinam(ou)-+isinam(ou) 


(8.) sinam(ra) = -sinama, 


isinam(ou)--sinam(ow) 
wenn gesetzt wird: 


Fr I+ri T+ti 
t=1+44k414ki, 0= a —. 
1 1! 


Man beweist dieselbe wie folgt. Ersetzt man # durch (1+i)ve, so geht sie 
über in 
sinamz(1-Hi)» = mund anne Ah -sinam(l+iö)e. 
issınam(l1-+ri)o+sinam(i+r)o , 
Entwickelt man nun nach dem Additionstheorem mit Berücksichtigung der 
Gleichungen: 


sinam (wi) = isinama:; 


\ 


a cz Lunngg* i-9 ag" 
sinam(ute) = Ey 


l rzy 
für 2=sinamzs, y=siname, 

so geht sie in eine Identität über. 

Nehmen wir nun an, n sei eine Primzahl mit der Norm q, @ sei 
eine primitive Wurzel (mod.n), so dass 

g—1 
G' =i (mod.n), 

endlich d,, eine Wurzel der Thheilungsgleichung. Dann kann man setzen: 
4G"HK 


N 


ö. = sinam 


m 


Die Hinzufügung der ganzen eomplexen Zahl H ist nothwendig, um den 
Uebergang der verschiedenen Wurzeln der Theilungsgleichung in einander 
ausführen zu können. Allein diese blosse Erinnerung mag auch genügen, 


und wir werden uns der Kürze wegen gestatten, im allgemeinen den Mul- 


oO 
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tiplicator H wegzulassen. Wir schreiben also auch 
| e 4G@”.K \ 4:K 
Öd,, = sinam- 75, O4, = Sinam- 
4 
Es liefert nun (8.) die Beziehung: 


9 m Öindı a6, Öinge + lOinao 


(J, 


. GG Under din 
Diese Gleichung ist die einfachste Beziehung, welche zwischen den Wur- 
zeln der Theilungsgleichung besteht. Sie entspricht der Kreistheilungs- 
beziehung «”.e" = «@"*". Während aber hier drei Wurzeln mit einander ver- 
knüpft werden, sind vier lemniskatische Wurzeln 
n Ö 


durch (9.) mit einander in Zusammenhang. Da wir oben bemerkt haben, 
dass im Argumente die Multiplication mit einer ganzen Zahl Y erforderlich 
ist, deren Index % sein mag, so ist klar, dass die Beziehung (9.) richtig 
bleibt, wenn wir alle Indices der d gleichzeitig um eine beliebige ganze 


indz » ( indo . indo 


Zahl vermehren, also: 


(9a) Ön+indr ann Ontinag +RÖntHingo 

sl Ö, tÖ,+indo+t On-+indo 

So treten die verschiedenen Wurzeln d in Gruppen von je vier auf, und 
wir müssen die Frage nach der Anzahl der wahrhaft verschiedenen Gruppen 
jetzt beantworten. Die Antwort wird ertheilt durch die nachstehende Unter- 
suchung. 


Anordnung der Wurzeln der Theilungsgleichung nach viergliedrigen Gruppen. 
Disceriminante dieser Gleichung. 

Wir haben für @ die bestimmte Form 1+4%k+4ki gewählt. Unser 
Beweis nahm auf diese Form keine kücksicht. Dieselbe braucht also auch 
nicht vorausgesetzt zu werden, und wir haben sie nur deshalb ertheilt, 
weil wir so für oe und o primäre complexe Zahlen gewinnen. Jetzt lassen 
wir diese Annahme fallen und nehmen nur an, dass oe und o ganze Zahlen 
sind. Dazu sind wir nicht bloss berechtigt, wenn 7 ungerade ist; denn für 
ein gerades ı brauchen wir nur r+gq zu Setzen, um es in ein gleichwerthiges 
ungerades zu verwandeln. 


; 
BER 
x, 
Ba: 
Br 
Si 
er 
= 
re 
u 
Te 
Be: 
Du 
Er 
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Br 
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Lassen wir 7 die Werthe 1, 2, 3, ..., g—1 durchlaufen, so durch- 
laufen mod.g auch o und o arithmetische Reihen und bilden vollständige 
Restsysteme. So wird für n„=3+2, qg=13: 

een u Ren Rn 8 2 IE 18: 

BET Een 5 m 5 © 

DEE EEE NT 5 
Unbrauchbar sind, wie wir sehen werden, die Dreiheiten 1, 1, 1: 5, 0, 6: 
8, 9, 0. Für die übrigen erhält man: 

BEE mE SE Eu 1: 5 © 10 1: 
a. A a: a A} 
Ei 2 Reh 
Diese Dreiheiten (die senkrecht unter einander stehenden gehören zusammen) 
führen alle zu derselben Gleichung unter den d, wie man leicht sieht und 
sich später allgemein zeigen wird. Das Zahlenbeispiel lässt erkennen, wie 
leicht man —- fast ohne Rechnung — auch für grosse Zahlen g die zu- 
sammengehörenden Dreiheiten 7, o, o niederschreiben kann. 


indo 


Um die wesentlich verschiedenen Dreiheiten auszusondern, beachten 
wir, dass Gleichung (9.) auch in folgender Form geschrieben werden kann: 
1) Oinar au Öinao + Winde ä 2) u Ö, Kr; Öindo + iO ;jnde 2 

Ö, iÖinag+ Oindo j Öindz iÖindo +-Oindo 
3) Öindg 2 It idinaz , 4) ÖOindo #2, Öindr 7 id, j 
Öjndo id, + Öjndr ' Öindo td;nart+ Ö, 
Hieraus folgen die vier zusammengehörenden, d. h. zu derselben Gleichung 


führenden Dreiheiten: 


1) indrz, indo, indo; 

2) g—l-indr, indo—indr, inde—indr; 
3) inde—indo, q—1l-indo, indz—indo; 
4) indo—inde, indr—indo, q—1l-—indo. 


Da indh sich mod.(g—1) versteht, so ist negativen Werthen g—1 hinzu- 
zufügen. Ferner ist 
—T+i \ 1—ri 


a 14H 


Geht also 7 in —r über, so verwandelt sich e in —oi und o in oü. Hier- 
mit ist eine neue Vertauschung gewonnen, und so erhalten wir noch die 
Journa! für Mathematik Bd. CXT. Heft 3. 23 








178 Schwering, zur Auflösung der lemniskatischen Theilungsgleichungen. 


folgenden Dreiheiten aus den vorigen: 


u= gr f 
5) indr-+2u, indo—u, indo+ u; 
6) 2u—indr, inde—indr+3u, indo—indr-+u; 
7) indo—inde-+2u, 3u—indo, indz—inde-+u; 
8) inde—indo+2u, indz—indo— u, u—indo. 


Die acht Dreiheiten unseres Beispiels sind also alle zusammengehörig und 
entsprechen den obigen acht Angaben wie folgt: 

1,26: 1, 4 98 5:30: 55:1, 4 8; 

10, 7, 5:23,30, 9 
Es fragt sich nun, ob die obigen acht Angaben stets acht verschiedene 
Dreiheiten liefern. Für gleiche r erhält man immer gleiche oe und o. Es 


fragt sich also, ob die durch unsere acht Angaben gelieferten Werthe von 
ı übereinstimmen können oder nicht. Die in den acht Angaben enthaltenen 


Werthe der r sind aber: 








} 1 l+ri T+i 
DooıdBaha dd 9 
“ 1 +? 1 
5) 7; m ‘) a; 8) Sir 


Bringt man 1) mit 2) in Congruenz, so folgt "= 1 (mod.g), also = +1; 
dies ist unmöglich, weil nichtssagend, nämlich: 
Ir: = tl. 
Auch die übrigen Werthe für 7, mit dem ersten in Congruenz gesetzt, liefern 
nichtssagende Ergebnisse, nämlich =0 oder r=+i. Nur 1) mit 8) in 
CUongruenz gebracht liefert: 
(T+i) = —2 (mod.n). 

Diese Uongruenz liefert nur dann ein verwerthbares Ergebniss, wenn —2 
quadratischer Rest (mod.n) ist. Wie bekannt ist dies für g = 8m-+1 der Fall, 
nicht für g=8m+5. Istalso qg = 8m-+1, so erhalten wir Uebereinstimmung 
für ein gewisses aus obiger Congruenz zu entnehmendes = zwischen den 


Angaben 1) und 8), 2) und 7) u. s. w. 
Wir erhalten also folgendes Endergebniss: 
Die Zahlen 1, 2, 3, ..., g—-1 lassen sich in Dreiheiten anordnen, r, 


o, 0. Die beiden letzteren gehen aus der ersten r eindeutig hervor. ı darf 
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nicht = +1 und nicht = +i (mod.n) sein. Ist g=8m-+5, so erhalten wir 
m Gruppen von je acht Dreiheiten. Ist g=5Sm+1, so erhalten wir auch m 
Gruppen, aber eine derselben enthält nur vier, die übrigen m—1 enthalten je 
acht Dreiheiten. 


. . . | } v ( a Y ® 
Es ist nun die Frage, ob dementsprechend auch #2) Gleichungen 


unter den d vorhanden sind, d.h. ob verschiedenen Gruppen angehörende 
Dreiheiten auch zu verschiedenen Gleichungen unter den Ö führen. Hierbei 
kann das Wort „verschieden® nur in einem besonderen Sinne Geltung 
haben. Denn eine jede Gleichung zwischen den d führt durch Vergrösse- 
rung der Indices um je eine Einheit zu soviel Gleiehungen, als verschiedene 
d da sind. Die Elimination muss auf die Theilungsgleichung, deren Wurzeln 
die d sind, führen. Also kann es im vollen Sinne des Wortes nicht zwei 
wesentlich verschiedene Gleichungen unter beliebig vielen der Wurzeln Öd 
geben. Wir verstehen also unter verschiedenen Gleichungen solche, die 
zwar die Form (9.) beide besitzen, aber nicht durch lineare Umbildung und 


x 


Verschiebung der Indices in einander übergehen. Nun zeigt aber (9.), dass 
0) indo *® Ö 
reciproken auftreten können. Also werden durch unsere acht Angaben alle 


Umformungen erreicht, welche aus einer Dreiheit 7, o, o entspringen können, 


Mi, 


als Quotienten nur d;,ar : du; Onas: Oinarz Osnao: Omar; O nd, und die ihnen 


(ehören also zwei Dreiheiten nicht einer Gruppe an, so führen sie zu zwei 
im obigen Sinne verschiedenen Gleichungen zwischen den d. 

Wenn wir r alle Werthe 2, 3, 4, ..., g—1 durchlaufen lassen, so 
werden wir nicht darauf rechnen können, im ersten Achtel alle verschie- 
denen Gruppen anzutreffen. Dies ist zwar praktisch nicht gerade ein grosser 
Nachtheil; aber man kann theoretisch mit vollem Recht ein Verfahren 
fordern, welches nur solche z liefert, die verschiedenen Gruppen angehören, 

Dieser Forderung kommen wir durch ein eigenthümliches Verfahren 
nach. Dasselbe beruht auf einem Gedanken, den zuerst Schoenemann (dieses 
Journal Bd. 19) zu einem anderen Zwecke verwendet hat. 

Die Function 
Tangy = an 
hat das Additionstheorem 
Tangg + Tang w 


Tane ae en 
s(p+W) 1+Tang g.Tangw 


Ersetzen wir nun Tangy durch eine ganze Zahl und bilden mit Hülfe des 


.).) % 











180 Schwering, zur Auflösung der lemniskatischen Theilungsgleichungen. 


Additionstheorems (mod.g) die Reihe: 
m, = Tangy, m, = Tang(29), m; = Tang(3p), . . ., (mod.g), 
wo m, Ms, My, ... ganze positive Zahlen <g sind, so muss eine Wieder- 











kehr stattfinden. In der That ist: z 
. e9#—er#  (1+m )—(1—m, )! 2 

Tang(qY) Er ei? -Le19 —— (1+m,)+(1—m,)? (mod. q); R 

also, da m! = m, ist, & 
Tang(gp) = Tangp (mod.g). : 

Setzen wir nun gp=(q—-1l)g+9, so folgt mit Hülfe des Additionstheorems & 
Tang(g—1)y = 0 (mod.g). E 

Also: 5 
2Tang ge f & 


2 





= Tangg-D)p=0 (mod.g), 





41 +Tang? 173 17 


oder es muss sein: 
g—1 
2 





Tang y=( oder =x (mod.g). 


Wäre das Erstere zutreffend, so würde schon nach dem je Gliede 
eine Wiederkehr der Werthe stattfinden. Ist aber Tang 1-1 
folgt durch denselben Schluss wie soeben: 





y=Xx, 80 


“ 


14 Tang’ Ip = ( (mod.g), 


Tang 179 = +i (mod.g). 


Nun ist das Uebrige einfach. Wir brauchen nur dieselben Schlüsse zu ziehen, 
welche in der Theorie der Potenzreste zum Nachweise der primitiven 
Wurzeln gezogen werden. Dann ergiebt sich, dass mindestens eine Zahl 
m = Tangy existirt, so dass Tangny für keine niedrigere Zahl als » = I 
congruent ö wird. Sei 
rt = Tang(gp) (mod.g), 
dann sind die acht Argumente, welche die acht zusammengehörenden Werthe 
der r liefern, die folgenden: 
9% IgP+- —— g9p+ in % 9g9+3- ai p; 


—1 —1 —1 
99, 99 +59 994 79 -99+3:- 7-9. ı 


BREUER TER in TEEN erg I eg ; 
ER re ER EA PIECE TERN Ne Er 


ee 
ER a RZ 


‘ 
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Ist also Tangy primitiv, so bilden wir 
Tangypy, Tang(2p), .. ., Tang(E('71)-4) 


. . Q —] . 
und haben dann eine Reihe von E( .- ) Werthen, welche zu verschiedenen 


Gruppen führen. 

Es ist bemerkenswerth, dass Tangy, welches eine imaginäre Periode 
hat, hier mit dem reellen Factor der Periode in die Reehnung eingeht. 

Zum Schlusse mögen einige besondere Gruppen bezw. Gleichungen 
Erwähnung finden. 

Zunächst diejenige Gleichung, welche das Quadrat eines d enthält. 
Sollen d,,.. und Öinae übereinstimmen, so muss sein 





’ l+ri 
. Saar 
“=7,; (mod.n). 
Nur A=2 oder =3 ist zulässig, und dann wird gefunden: j 
vp 1 IE N 100 I 
u Tue BR I, SUEAT OO 
1 ut —i+2 

— 13° oo = 1% En u! m (mod.n). 


Beide Dreiheiten gehören derselben Gruppe an. Am besten ertheilt man 


ihnen die Form 
t=—1+2i, o=gqg-1l1, 0o=-—1-2i. 


Dann findet man: 
Amar) _ Irina 
Ö, id, + Öinat-ı-2) 
Man bestätigt diese Gleichung durch bekannte Beziehungen; vergl. 
dieses Journal Bd. 107, Gl. 71. 
Eine zweite merkwürdige Gruppe ist die viergliedrige für q = 8m+1. 


Hier findet man die Dreiheiten (?=i (mod.n)) 


und die Gleichung: 
ner 
Ö 


Ex Öinar+4u+ id}, 


-— = .©o . 5) 
0 — iO ;ndr4 ut u 


wo (+) =—2 (mod.n), oder r= e+8°—e (mod.n). 
Nunmehr können wir zur Betrachtung der Diseriminante der Theilungs- 
gleichung übergehen. Die Theilungsgleichung der Perioden hat die Wurzeln 
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d*, und es ist 
Br. 
0 


wie wir in obiger Abhandlung Gl. (69.) gesehen haben. Es handelt sich 
um die Bestimmung der Grösse 


4 = 10, - 05)"; (r,s=0,1, 2,..., u—1l) 


Gleichung (9°) können wir in die Form setzen: 


(10.) (I, + id, inar) (Onrinag + kIntinde) . 2i0,inar On tinder 
Diese Gleichung ist gültig für jedes A=0, 1, 2, ...., «—1; und für jedes z 
mit Ausnahme der Werthe 7*= 1 (mod.g). Es kann also indr jeden sonstigen 
Werth 1, 2, 3, ..., g—1l annehmen. Bildet man das Produet aller Glei- 
chungen (10.), für welehe indz einen bestimmten, %k alle zulässigen Werthe 
annimmt, so erscheinen links Glieder von der Form d,+id,, wo s—-r =indr 
oder = inde—indo ist. Letztere Zahl ist irgend ein indr,, wo z, mit 7 zu 
derselben Gruppe gehört. Lässt man nun links 7 alle zulässigen Werthe 
durchlaufen, indem man nur die eine Hälfte nimmt, die von selbst entstehenden 
r, aber vermeidet, so erhält man alle denkbaren Combinationen d,+:d,, und 


. r —D . . — . 
zwar in der Zahl Fur und jede nur einmal. Es erscheinen also Fac- 


. .. n —) . 
toren von der Form (d};—0})” in der Zahl IT —= u(u—1), und jeder nur 
einmal. Rechts erhält man, abgesehen von Einheitsfactoren, 7; in der Potenz 4 


qy—) 
4 


‚ also: 


aus dem Producte über die h, also in der Potenz aus dem Producte 


g—5 
zu 





über die z; dagegen 1+: in der Potenz Zu: 


In 4 kommen ausser Potenzen von i nur vor 
(IHN, , 
Öbige Herleitung gilt nur für g= 8m+5. Für g=8m+1 muss man die 
viergliedrige Ausnahmegruppe betrachten. Das Ergebniss ist das gleiche. 


Beispiele: q=13, 17, 29. 
1) n=3+2i. 
Nach unserem obigen Beispiele lautet Gleichung (9.), wenn wir statt 
ö wieder den Buchstaben 7 verwenden, 


Er 


.— 


Yo iy,+7, 


a . FREE PS NEEOEENINN . j u un 
RER ER EEE ENGE ET 
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Führen wir ein 
n=Y Bey BY, 
so wird daraus: 
(11.) © = nu Ft+inn tie, nn. 
Dies ist die einzige Gleichung, welche entsteht. Man leitet aus derselben ab: 
(—2)(m—-iz,) = 2ir,t, (+2) tim) = 2m), 
(2) —i) = 2ir,n, (+0), tim) = 2m, 
(2, -2,)(2,—ix,) = 2inz, (m +2,)©+iz,) = 2, 
und daraus durch Multiplication: 
(© —-z) a —- 2) —-) = bAi.n. 
Da u=3, u—-1=2, 4u(u—1) = 24 ist, so ist die Bestätigung geliefert, in- 
dem 1+9)” = —64 ist. 
2) n=1m4i. 
Hier erhält man zwei Dreiheiten, und zwar für g= 10: 
r=l14, 0=8 0=1; 
=d, e=ll, 0=12; 
nd =8, 7, 
14, 13, 
ma. 9. 1 
Die Zahlen 1, 4, 16, 13 sind als Congruenzwurzeln für = 1 (mod.17) 
auszuschliessen; die übrigen ordnen sich in zwei Gruppen, wie folgt: 
r=2 9 1, 12, 15, 8 5, 7; (8-gliedrige Gruppe), 
r=B 6, 14 11; (4-eliedrige Gruppe). 
Die beiden entsprechenden Gleichungen sind: 


inde 


l 





1) Yars _ Pre tin_, 2) IT _ Int Wars, 
Yn iyn+1a + 9749 Yn tyn+134 9415 


Hieraus kann man, da ,=iy,, %=iYı, :--, U. 8. w. ist, ableiten: 
(12.) Mr = -yptiypigorn 
myıtY293 = Yıyaiyofr 
Aus diesen kann man ziehen: 


(r+9)Y2+75) 


I 


—4yuy3Y2; 
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Vertauscht man eyklisch, indem man die höheren Indices ersetzt, so wird 
HN R-ON-) = Lt, 
also erscheint in der Diseriminante 7 in u—1=3ter, 1-+: in 4u(u—1) = 48ster 
Potenz. 
3) n=—5-+r2i. 
Hier finden wir die Dreiheiten: (g = 18) 
26, - 5,18 ndeel?, 2, -'1, 
e=233, .8.% Mo=12, -18,.'6, 
o= 4 2, 20 mio=Al: 
Setzt man wieder u =Y, & =Yu ::, %=Y, 8o erhält man folgende 
Gleichungen: 





| Eu day u it = 0, 

‘ . . 2 
(13.) Cult iLy tim t+T = 0, 
BE RB + — HR =. 


Zur Diseriminantenbestimmung zieht man aus denselben: 
(3); -E) = AmERzT,, 
(u tE) +2) = -AmazE, 
(2-2) (2ı+ 85) 
Vertauscht man eyklisch, (indem x; in x, übergeht), so wird: 
(m) 8)... (a — 85). 


(5-2) 85)... (X). 


— Hi2,C, X, 0. 


(U) 2)... u) = VA. 
Man findet durch Quadrirung: 
A = 14H de, 


Die Berechnung der Dreiheiten ist, wie wir gesehen haben, einfach. Daraus 
folgt, dass auch die Aufstellung der Wurzelgleichungen und die Berechnung 
der Diseriminante leicht ist. 


$ 4. 
Die Resolvente der Theilungsgleichung. 


Wie wir schon in unseren Beispielen erkannt haben, zeigen die Prim- 
zahlen Sm-+1 und 8m-+5 bedeutende Verschiedenheiten für die uns hier 
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beschäftigenden Fragen. In der That ist es von jetzt ab geboten, die 
Untersuchung für diese beiden Zahlenklassen gesondert zu führen. Doch 
ist vorher noch eine Aufgabe zu erledigen, welche für die Lösung der Thei- 
lungsgleichungen von hervorragender Bedeutung ist. Diese Aufgabe besteht 
in Folgendem: 

Sei gq irgend eine reelle Primzahl Sm +1 oder Sm+5, q=n.n': 


. dc r Eu 
Öö, = sinam ; : 


o irgend eine complexe Primzahl mit der Norm p, 


y,. = sinam Sud 
a ‘ 0 
Dann ist, da oe eine ungerade Zahl ist, 
4K 
sınam 
u 
Ö;jndo _4oK 
’ sinam 
N 


und die rechte Seite eine rationale Function von di. Vertauschen wir nun 
d, mit d,, da, ..., d,_, und addiren, so erhalten wir rechts eine symmetrische 
Funetion der Wurzeln der Theilungsgleichung, also eine rationale Zahl. 
Es lässt sich zeigen, dass diese Zahl sogar immer eine ganze Zahl ist. 
Es ist inde zu erklären durch die Congruenz 


indo made 


g*=o (mod.n); g"=i (modn), 


Nun zeigt man analog wie früher (dieses Journal Bd. 107, S. 224, Gl. (77 
dass man setzen kann: 





sinam (u er 1—6! : 
—; Be. — 1—4r' 3 L 27 == sinama. 
sinam(nu)  d—z 
Hierfür kann man auch BE 
sinamu 1 
N = —]1 4x* E ZZ —— —4r* 1—r*\ > - y — 
l sinam(nu) r ] Fe: ( / (9 —x*)} 1 — 6! 


Setzt man also 
Eee K 








indm v : Se 
a 0, "m (mode), gi (mod.g), v= PT, 
so wird: 
. Ym 1 SE ge ui (% Arm x 1 
Ym+indy Y1-}; yi—ri y Im —y = Y 1-5 


1 


—4y, 1—y}. = (di — ya)} > F 
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Wenn wir nun in dem dritten Summanden rechts y%, = d4- (d4—y4) schreiben 
und den sich abscheidenden Theil mit dem zweiten vereinigen, so finden wir 

















Ym 1 1 1 ne öt y1— ri 
yet, ———- u — tk = ee. 
m +indn Y es ri, } 1— rn } 1 —r) ” y 1-6; (Yi— 04) y1—)} 
Nun summiren wir auch über die y, indem wir die obige Formel 
6, 1 - On A 4 
0 - | ae 4 Km Le 
&; u 1 -d, l 1 —Öd, Gem d4)y 1— ö} 
verwenden, und finden zunächst: 
en REN 2. ı Ei ER 
m Ym + u A yi ı u } 1 — yh, .. V 1—0, 
1 Ö, 
+4 Ss ————0 8 
m,n } pn — 5 1 -d; Ön+indo V 1— er j 


Multiplieiren wir. mit 1-+i und beachten die Gleichung (obige Abh. Bd. 107, 
S. 225, Gl. (81.)) 





1 hr 
OBER ORFOR 9 
Y1—yn 
so wird endlieh: 
—] 
(14.) ‚ /m+ind(1 t ) ne 05 Ön4 ind(1-+6) di TR ‘ 
\ J n2 m Ym-+indn N Ön-tindo Din Bi 


Diese Gleichung ist die gesuchte. Ihre Wichtigkeit wird aus den folgenden 
Darlegungen erhellen. Hier sei schon bemerkt, dass sie eine gewisse Art 
symmetrischer Funetionen der einen Theilungsgleichung mit denselben einer 
anderen Thheilungsgleiehung in einfachste Beziehung bringt. 

Zunächst folgt aus (14.) 





Öntinddi+i 1 
sm = — — —— (mod. 
Ö, + indo (2—2%i i)o ( )ı 
oder, wenn man o@ durch (1-++ö)o ersetzt, 
Ö 


I 





ar . 1 
(15.) 3 "a (mod.n). 


n Öntinde 
Diese Congruenz ist abgeleitet aus (14.) und bei dieser wurde vorausgesetzt, 
dass o wie n eine ungerade Primzahl sei. Ist aber a eine willkürliche 


N 


Zahl, a=e (mod.n), so ist 
ö, ö,  , 
= Inte. PR 3. Ze 


daher gilt (15.) ganz allgemein für jede Zahl o. 
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Die Gleichung (14.) kann man in der Form schreiben: 





4m(1-+i)K 4n(1-Hi)K 
sınam —- u ) sınam ( . ) 
5’ d +05 Ze 
4 i 4mnK TB 4noK 2—2i 
sınam sınam —— 
4 7 
P—5 0-5 


m=1, % 95 ::. 9* (mod.e); n=1, u nn 9 (modın). 

Dieselbe gilt nicht nur für Primzahlen, sondern auch für willkürliche ungerade 
complexe Zahlen in primärer Form. Nur müssen e und n relativ prim sein 
und die Summation ist etwas anders anzugeben. Man findet die hier nöthigen 
Bestimmungen leicht. Sei nun 


n = ao0-+'r, 
o—= WT+ho 
N 27 , 
T= 40-+{r, 
= aw+i; 


7, 0, 0, ®%, ..., & bezeichnen ungerade primäre complexe Zahlen mit stets 
abnehmender Norm 











q>p> 0 >w >--.- >ww, 
Dann wird 
.  Am(I+s)K 
j nam - + | nl; : 
sin am —— 


Hall I). Hi). 
Hieraus leitet man ohne Mühe das merkwürdige Ergebniss ab: 
sinam N 14; 1-+i 
EEE Sms "- umher 1% bier mul, 


„ sinam ——- 
N 


Hier bedeutet B diejenige Wurzel der Congruenz 
Bo =1 (mod.n), 


welche die obige. Kettenbruchentwicklung liefert: 


Ph 


N } 
er ne at —— 1. 


0 ) 
d. > ilntninnusun 
7 4,7 °-, 


24* 
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und A ist der Ausdruck: 
A u 1 Hit. Den, 
Beispiele. 
I) 7 = 046; 


l-+i ul / fi 
g%, = 7 mA-M) rat ;R 


. * 
2) n = aoH+e'T, 
0 = MrH+i; 


S, = I na HHÄA rat). 


3) n = wert, 











0 = 4,T-+i°0, 
—n ı. 
1-+ \ 2 
we Gum ' —h—k__ —h—k—1 em k—1 
Ss, = Br nl—-i"+i dr io (4,99; +a;+a,ö)). 
4m(1-+ü)K 
sinam 19 
an He 
e u E 4moK 0 R Ö, +indo 
sınam i 
” 


SD. 
Fortsetzung. Anwendung auf die Primzahlen qg= 8m-+)5. 


Für diese Zahlen haben wir es bereits als praktisch erkamt, die 
neuen Unbekannten einzuführen: 


2, = In 

Sei nun « eine primitive Wurzel der Gleichung 
a 

und: 


we, c) = Tut ta"; FutaetH2 


Bi. ru BER 
(0, —) — ee ae ee og 





Dann wird: 


ü 2 —| h 2 
(a, Da, I) = Er 





(17.) 





rt tar — + er +). 


ee Tu-2 





a a 
+4 Fr art + 
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Ist nun die Gleichung der x: 


4 


er parr?—..+f, 82—e/n = 0, 


wo ®=i, so hat f, ausser einem Factor, der eine Potenz von & ist, für 


Bi Bo 
q=16m+5 den Factor Yn, für g=16m--13 den Faetor Yn’: f._ı Ist für 
g=16m+5 ganzzahlig, für g= 16m-+13 hat es ausser einer Potenz von i 


den Factor Yn. Dies hat schon Eisenstein erkannt (dieses Journal Bd. 39). 


Daher ist (1,2)(1, =) eine ganze Zahl und theilbar durch n, nämlich 


Kr. A | 5.4 7,4 

a Ye tr) 
eyn 

Nach Gleiehung (17.) ist (a',z)(«, 2”') eine ganze complexe Zahl ge- 

bildet aus «ten Wurzeln der Einheit. Ferner ist nach (15.) 





T; a) Ö, — 4m 
re =. 4 = —1g°" (mod.n), 
also: 
nu—] 
4a, Dee, OT) = 3 0"g” (mod.n). 
0 
Ersetzen wir nun « dureh 4*, so wird die rechte Seite = {) (mod.rn). also 
g 3 \ I/ 


auch (mod.g), den einzigen Fall ausgenommen, wo @e=g*. Ist also n(«) 
ein Primtheiler von derart, dass (g*) = (0 (mod.g), so folgt, dass 

die ganze complexe Zahl (a, x)(«, x”') immer alle Primfactoren von 
Z 


n enthält mit Ausnahme dieses einzigen; («”', x)(e, x”) ist theilbar durch 
ı b) b) 2 n(«) 
\ 


Unter den Grössen x bestehen, wie wir gesehen haben, E( 1) von 
einander formell unabhängige Gleichungen, die wir in den Beispielen Glei- 
chung (11.) und (13.) näher kennen lernten. Aus diesen Gleichungen lässt 
sich nun die Bestimmung der Resolventen («, x) und (a, ) ableiten, wie 
folgt. Wir setzen: 


| f = 7 ie 2‘ 7 uk a ZA 
yıle) = Hs tem ten + taz, 0, 
2 er 
(18.) | y:(«) = DI +00 I; +00, ++ Eu, 
Y„(e) Por Tot, + a TI +1 + a'@, T n-+2 +° fir + ar Lu—1Ta+m-1 h) 
yo(o) = testet tartzi... 
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Diesen Gleichungen stehen ebenso viele und ganz analog gebildete zur 
Seite, nämlich 








1 1 1 1 
EEE RER 5 
(19 ) ) 1 2 u 
ki 1 & a° au! 
ul) er EI ei an 
ı ) LT, Im + D, Tm+1 m T,Ln+2 r + LT u-1Im+u—1 


(@«) und ebenso die der y,(e) ist nit _ 473; die An- 


. ” —)D . . ° . 
zahl der Gleichungen unter den & ist I, also um eine Einheit kleiner. 


Aus jeder Gleichung geht aber, wenn man cyklisch verschiebt, der Reihe 
nach mit «, «, ... multiplieirt und addirt, eine Gleichung und zwar eine 
lineare von sehr einfacher Form unter den y (oder y) hervor. Folglich 
kann man alle y,(«e) und ebenso alle y,(«) durch ein einziges unter den 
y,(«) bez. den y,„(«) linear ausdrücken. Bilden wir also das Product: 


Die Anzahl der y 


m 


a, = Wo)+Lt) HAHN) + +Are ? ya), 


oder: 
u—1 


E l\z we 2 
(e, —)® = Yee)tllta)yle)+ lite )yle)t tra" Wal), 
dann wird nach gehöriger Umformung: 


(“, Df=Rlo)y(a); (e, —)= R,la)y(e), 


wo R und AR, rationale Functionen von «& bedeuten und y(«) und y(«) irgend 
ein willkürlich gewähltes Paar aus den (18.) und (19.) eingeführten Grössen. 
Bilden wir nun 


(a, (0, €) Be yl!Y+Hla HN) y, (a) Hey")... 
so ergiebt sich 

2 (a*, z)(e', ©) _ 9(@) 

(20.) Se u SE. 

(e'tt, z)f 9,() 

wo g(«) und g,(e) ganze ganzzahlige Functionen von « sind. Ferner ist 
(«', x)" eine homogene und symmetrische Function der x, da sie bei der 
eyklischen Verschiebung ungeändert bleibt. Durch Betrachtung von 


(at, z)" 


DL + Lu 





zeigt man nun, dass (e', x)“ eine ganze Zahl ist, begleitet von dem Factor 


a aa ut nn rkitegstetg 
a 


en: 
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:’n, Zerlegen wir diese ganze Zahl in ihre Primfaetoren, und sei einer 
derselben r(«”) vorkommend in m,ter Potenz, also 

Bi; 

(e*, 2)" = +: (n(a”)) "...v—n. 

Da nun die linke Seite von (20.) eine genaue ute Potenz von den Prim- 
factoren sein muss, so erhält man für die m, eine Reihe Uongruenzen mit 
dem Modul u, welche («, x)* abgesehen von «ten Potenzen völlig bestimmen. 
Man findet: 


u —— 
(a, z)" = n(a"),.n’(a”).n’(a")...Y—n, 


l.m, =2.m, =3.m, =--- (mod.u). 


Diese Schlüsse gelten aber nicht allein für die lemniskatischen Funetionen. 
In jener berühmten Abhandlung (Berl. Bericht vom 20. Juni 1853) sind sie 
für die Abelschen Gleichungen bereits allgemein von Kronecker gezogen 
worden. Mit der Gleichung (20.) sind diese Schlüsse gegeben. 


Es ist 
(o', za”, ©) = Zt +a Era, te" + )Er,X,,o+ 


Die Summen rechter Hand sind symmetrisch, daher ganze Zahlen mit dem 
Factor Yn. Man findet: 


(21.) (ao, z)(a”, x) = G,(e).Vn. 


Merkwürdiger Weise gelingt es nicht immer, die Summen Fxr,r,,, mit 


Hülfe der ersten unter den x,x, bestehenden Gleichungen zu bestimmen. So 
sind für g=53 unter den x,x, sechs „unabhängige“ Gleichungen vorhanden. 
Aber die daraus durch Addition der eyklischen Vertauschungen hervorgehen- 
den sieben Grössen Z1,%,, sind nicht durch eine einzige linear ausdrück- 


bar. Die entstehenden Gleichungen sind eben nicht von einander unab- 
hängig. Allein auch in diesem Falle kommen wir zum Ziel, indem wir 
Gleichung (20.) bilden. Es scheidet sich dann bei @,(x) eine ganze com- 
plexe Zahl aus, und diese liefert f. 

Weil diese Erscheinung gewiss merkwürdig ist, so will ich schon 
an dieser Stelle die betreffenden Gleichungen mittheilen. Die sonstigen 
Beispiele folgen an späterer Stelle. 

Die unabhängigen Dreiheiten sind für 7 = 7—2i, qg=53: 
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r= 5, 8” 18 487987418 
oe = 10, 52, 28 39, 8 17; 
eo 8 5 EB 
indz = 47, 18, 24, 19, 48, 15; 
g=2 inde = 48, 26, 16, 41, 3, 10; 
indo = 28, 3, 41, 51, 17, 27. 
Hieraus ergeben sieh mit Hülfe der Gleichung (9.) die nachstehenden 


Beziehungen: 





l) ae ta tin, Hm, =, 
2) T, — ut +Hzrutizzet, = 0, 
3) Eu, —EyX Hirn Hi, =, 
4) Cu — Eng +IE,Cg Hin, = 0, 
5) CP, HET, +ixya, Hirt; = 0, 


6) tun + u — mu =. 
Erklärt man nun, die Summen (00), (01) wie weiter unten angegeben, 
so folgt: 
(00) = 1-9 (02)+@-)(03); (01) = —(1+9(02)-i(083); 
(04) = (02)+2.(03); (05) = (1-i)(02)-i(03); (06) = (03). 
Weiter kann man nicht kommen. Aber, wenn man die Gleichungen für 


die y löst, so findet sich, dass die Gleichung zwischen y,(«) und y,(«) den 
Theiler 1—«a* hat. Entfernt man ihn, so folgt durch «=1 das richtige 
Ergebniss 


(02) = (14+25)(03). 


En ’ .. 
-—, so erhält man genau ebenso 


a” 





Bildet man die Gleichungen für die 


nicht völlig unabhängige Glei- 





unter den eyklischen Summen $ 


r T,Xr+5 
chungen. 
Er 1 
Alles von uns Bewiesene gilt wie für («, x) immer auch für (@, —) 


Die ganze complexe Zahl: 


a, a)e", a)(a, —)(e", 4) =L 


hat daher den Theiler — 7 —; und da nach (21.) aus dieser Zahl L 
n(a)n(a') 














EN NET RR BETRETEN 
2 Aa £ N een 2 rt - a = 
IE RE RE EA ET 
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immer n als Factor sich abtrennt, so ist der übrig bleibende Factor von Z 


immer theilbar durch ee 2, ‘s ist nach den hier befolgten Methoden 


(a)a(a) 
nieht möglich anzugeben, was nach dieser Division übrig bleibt. Für die 
Kreistheilung ist der analoge Ausdruck 
“. Je, D)=tp oder (a, Ja, z")=p 
für <@=1,o’"=] bekannt. Daher ist an dieser Stelle noch eine Lücke 
auszufüllen. Eine andere bedeutsame Aufgabe ist ebenfalls noch nicht ge- 
löst. Sie verlangt die Bestimmung des Coefficienten f, oder die der Summe 
f= It, ++ +0, en tm + +E,-- 

Wäre diese Aufgabe gelöst, so hätte man den Werth der Summe, welche 
in der T’heorie der Lemniskatentheilung den Gaussschen Summen der Kreis- 
theilung entspricht. Es ist ja 


4f = sinam(1’°)+ sinam (2°) +sinam(3’e)+---+sinam((g—1)'v) 
für 
4K 
= — 
n 
Es würde selbst schon von Wichtigkeit sein, den Werth der ganzen Zahl 
2.4 Sa 
Beate tt + —) = 4 
T, T, u 
anzugeben. Die Ausrechnung ergiebt: 
N = —1-+2i, A = 1. 
n=93-+2i, = 3+2i, 
n=—I+2i, = (-1+20)(-5+2;), 


n=—1+6i, A= -1-+6i, 
n=T—2i, A=5(T—2i), 
n=—-9+6i, A=-—3(-5+6i), 
n= -1+10li, A=-—-1-+10i. 
Es ist mir nicht geglückt, in diesen Zahlen ein Gesetz zu entdecken. 
Aus unseren Untersuchungen folgt auch oft ein Werth von n(«), aus- 
gedrückt durch die Conjugirten («, x) und ebenso durch die Conjugirten 


1 s u. 
(a, —) Daher besteht alsdann auch zwischen den beiden Grössen (a, x) 
ER Br | ol RR 
und («, —,) eine solche Beziehung, dass jede durch ein Produet eonjugirter 


. . s . 5 
Werthe der anderen darstelibar ist. Es kann daher (ae, ©) auch aus (a, —) 
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nu: 
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und umgekehrt durch „„Composition‘ gebildet werden. Welche Folgerungen 
sich überhaupt für die „Composition‘‘ Abelscher Gleichungen aus dieser 
Darstellung durch die Resolventen ergeben, ist im allgemeinen ersichtlich. 
Jede Abelsche Gleichung mit complexen (aus a+bi gebildeten) Coeffieienten 
hat eine Resolvente, welche zunächst durch die z(«) und dann durch die 
(@, x) der T'heilungsgleichungen ausgedrückt werden kann. Für vorliegende 
Abhandlung beschränke ich mich auf diesen Hinweis. 
Es mögen jetzt einige Beispiele folgen. 
1) n=3+2i. 
Hier hat man die Gleichung: 
= Tut, tie,a tin, dı. 
Führen wir ein 
00)=otr2i+2, VO) = mr +20,%+%:%, 
NO) en t+ri+n, (MI) = ne term t+rr,, 


so können wir aus obiger Gleichung leicht gewinnen: 
(00) = (1+2:)(01); (001) = (-1+25)(002); (000) = (—1+65)(002). 


Da nun 


4 
2 


T,y,T,%, —— —EYn, €e = i 


gesetzt werden kann, so sind alle Coeffiecienten der Theilungsgleichung 


bestimmt. Setzen wir für ® =1 
n(a) = 2+i+2u, 


so ist n(e).a(e)=n=3+2i, daher die Lösung: 








(a, 2)’ _ er RS 
(e, 2) A zug: ati ala)! i 
a a. 


Ferner ergiebt sich 


1 
a’+i 





(a?, 2) (0, =) = 2io .n(e) = —2ill+2i+(l+)e) 


und als „Composition“: 


(u 2) a 
T 


i+a (ea, ©) 1. 
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2) n=—-5+2i. 


Setzen wir wieder — und allgemein: 
(00) = un tm + +E,-n, 
(01) = ua +2,24 +2,18, 
(Om) = 2, t2, 2.414" t2,-1En4u-ı: 


so erhalten wir 
(02) = —(01), (03) = —-3(01), (00) = (1+2)(01). 
Hieraus folgt & = —-3(01). fi = (-5+2(01). 
Für die analogen Grössen: 
(aßy) = 2.20, 4 ia 30, tt Rat Tai 


finden wir: 


(1-+25)(000) = (—15-+4i)(014), (012) = (1+25) (014), 
(14+25)(001) = (-5—6i)(014),  (14+25)(013) = (3—2)(014), 
(002) = (1-25) (014), (015) = — (014), 


(1+2:)(003) = (3—6i) (014), (1+2:)(024) = 3(014). 
(004) = (1—2:) (014), 
(1+2:)(005) = (-59—2:) (014). 
(1-+2:)(006) = (3-+2:) (014), 
Hieraus folgt (1+2 fi = 7’ (014), & = (3-+2°) 3 Man sieht, dass man alle 


Z 
Coefficienten der Thheilungsgleichung hiernach berechnen kann. Doch ist 
das Verfahren sehr mühsam *). Schon für die Grössen (e/7y) beträgt die 
Anzahl der selbständigen, also zu berechnenden: 


z 2.14 ı 0 
/u’+3u+2 
E( h )- 

[6 


) 
Gehen wir nun zur Bildung der Resolventen über, so finden wir zwischen 
den y(«) die Gleichungen: 
yd-o)—iy—aiy, = 0, 


yv(+e)teiy—y = 0, 
y+tioytiyg+teoy, = V. 
Setzen wir nun 
a(o)=i+te+ot, =], 


*) Vgl. die verhältnissmässig einfache Methode (dieses Journal Bd. 110, S. 49) durch 
Lösung eines Systems von Congruenzen. 


25* 
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so wird: 
(a, 2)(o, ©) = 2a +o)n(e)n(o°).Vn; 
(a, 2)" er ; a—afi .n(e‘) 
a NN ie) ala )a(a)n(a) 
(a, z)(@', 2) _ Ä 1 a 
a N ae) Rlayala) 
us, \7F7, | _e’(e*) = 
(a, €) rg; (1-H) f e’(a)e’(a?)e’(a’)e’(a*)e*(a’)e(a*) 
ORT ERBEBE N +2. = 
 n°(a’)n’(a’)n’(a*)n’(a’)n’(e’)n(a) ’ 























e(o)=1-oi; f=V/—n. 
Diese Gleichungen vollziehen die Theilung der Periode durch „= —5-+2i. 
Man hat endlich 


6 N 1 . \ p) 
(@, x)(«, —) — AH Het) 


3) n= —-1+6i. 
Es genüge, hier ganz kurz das Endergebniss mitzutheilen: 
Die Gleichungen (g = 2) sind: 


ls tz HL, CH — 10,0, = 


| 
> © 


2,1%, +0: + Dot — I; 


. 


TC — Ltg ti Ist, 0, = 


3 


tet tin, —iry, = 
Daraus folgen: 
(01) = —-(02); (03) = (1+2i)(02); (04) = (1-4)(02); (00) = (—3+45)(02); 
= (2-2%)(02); (02)=-iVn; 
(a, z)(e, $)=—2inVn, fü ®=1. 


Ferner, wenn man kurz setzt: 
E 1 
(08) $i en ! 
(03) = — (04); (01) = (1+24)(04)'; (02) = (-—1+2:)(04)'; 
(00) = (-1--23)(04)); 


(a, —)(e, 4)=-8-%A)VYn; für ®=1. 
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Endlich, wenn wir kurz setzen 


m) 3 
= Mehdi D=-3 Hirt Dh D=-5-2i, 
Y=-144, d=-344, ()= -3-6i 
Hieraus folgt: 
(a, Ya, a) =nll-WBta+l-142)0) für 1. 
Diese letzte Gleichung bestätigt durch Multiplication die beiden ersten, da 
man für 


a 1  % 
(a, z)(o, x)(«, —)(e, —) 
beide Male denselben Werth findet. Also ist zweifellos festgestellt, dass 
(a, —) nicht allein Primtheiler von „= —1+6i, sondern auch von 3—% 


enthält, während («, x) der Analogie der Kreistheilung folgend, nur Prim- 
theiler von n besitzt. Da mir diese Eigenschaft von höchster Bedeutung 
für die hier in Frage kommende Composition zu sein schien, habe ich auch 
fürn=—5+6i, g=61 die Rechnungen durchgeführt. Hier ergiebt sich 
in den obigen Bezeichnungen: 
(01) = (14+29(09; (02)=-3(04); (03) = (3+2)(04); (05) = —3(04); 
(06) = —(3+23)(04); (ON) = —3(04); (00) = (I+2:) (04). 
Daher 
fı= &a,2,= (74204); fi=n(04), 
(a, z)(e’, x) = 16(04). 

Für (04) erhielt ich den Werth (04) =Yn. Der Factor 16 statt 2 ist auf- 
fallend. Noch seltsamer ist aber: 

(1—25)(02) = (144) (01); (03) = —(01); (1-2i)(04)' = (01)'; 

(1-25)(05) = (-1-2:)(01); (1-25)(06)' = 3(01); (1-2)(07) = (01); 

(1-2)(00) = (—1—-4)(01).. 

Daraus folgt:- 


(a, —).(@, Z)=0 für @=1. 


Dies sonderbare Ergebniss wird durch (a, 2)(«, 2”) bestätigt. Für jetzt 
mag es genügen, auf diese räthselhaften Erscheinungen hingewiesen zu haben. 
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Die kichtigkeit meiner Rechnungen kann ich verbürgen, da ich auf ganz 





verschiedenen Wegen — durch Auflösung linearer Gleichungen und durch 
r . D r .. . T 
Kettenbruchentwicklung — meine Zahlen für 2 _—— erhalten habe. 


Y Lr+n 


$ 6. 
Fortsetzung. Anwendung auf die Primzahlen q = 8m+]1. 


Es sei q eine solche Primzahl, deren einer complexer primärer 
Theiler 7. Ferner sei & eine primitive Wurzel der Gleichung 
(22.) 7 mL, 
Betrachten wir die Resolvente: 


[e, 0) . „red tedt +0, 


so wird der Coefficient von d, werden (u — ei 
1+ Hi ter ER. 
Dieser verschwindet, wenn &* =i ist, er wird gleich 4, wenn 
(23.) Hm 1 
Daher machen wir die letztere Voraussetzung. Nun soll (e, d) den Sinn 
haben 
(24.) (0) = td ++ +, ee. 


Wir wollen jetzt das Produet ins Auge fassen: 
h k Dan 
(e, IE, I). 
Wir bilden es in der bekannten eyklischen Weise. 
Dann ist: 
(€, I), Bi FE 1+ 2"? 8%+9L... 18a -DOrE 


+ g* (28 4 ghtk 5 + 8% +k) - + 3 an gA-DU+K) ect) 
1 2 3 id, 
ur. Ö Ö 6 
ıxf % n+k 0), 2a+n) 9 (a-1)ı+r) (u 
€ ( Fe € BE € — ... € — 
+ Ö, + Ö, eg ö, + + id, 


+: ü 
Öö 6 Te 

sla-Dıl _°o h+k_Yı r% (u—1)R+k) “Aal \, 

“es (3, BA sn. ee) 


er 
Aber dies gilt nur unter der Voraussetzung, dass 


(25.) ei 
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ist. Die Grössen: 
Fe a: % 9: 1, uaw 
n) ’ Ö, ’ . . .. id, , Ö, y) Ö, ’ . . .. id “ * > Z | . 


sind nämlich eyklisch. Ihre Summe ist eine ganze Zahl. Verschieben wir 
in unseren Klammerausdrücken die Indices jeden um Eins, so wird sich der 
erste verwandeln in: 

Ö, 4... ge -BOr 


Ö, 


Ö h h+k 
Er: 


y 30, 
id, 
Dieser Ausdruck darf sich von dem ursprünglichen nur dureh einen Factor, 
der eine Potenz von e ist, unterscheiden; denn sonst ist er als Resolvente 
nicht brauchbar. Er wird aber nur durch den Factor s”“*" von dem ur- 
sprünglichen verschieden, wenn "= 1 ist. 
Dies ist eine aus (23.) und (25.) folgende Gleichung. Ist insbesondere 


et: — 1, 


so werden die Klammergrössen ganze Zahlen, die wir durch z, bezeichnen 
wollen. Es ist also: 
(, IE’, I) = utrelz ++ Het z,_. 
Mit Hülfe der Congruenz: 
3, = —1g” (mod.n) 
ergiebt sich nun, genau wie im vorigen Falle, dass für den Primtheiler 
n(e) von n, welcher der Congruenz genügt: 
a(g) = 0 (mod.g). 
das Folgende gilt: 


7 


Die ganze Zahl (*,d)(e’, d7") ist theilbar durch = Gehen 


wir zu den allgemeinen Grössen 
(e, O)(&, 0) 
über, für welche nur die Bedingungen (23.) und (25.) erfüllt sind. Mit 
Hülfe der Gleichungen (9.): 
; Öindo ei Öindo a Öinde Bo Öindo 


u _ — 


d, | Ö, Öindar Öindz 


kann man alle Grössen 


vr) = zer 
n On+r 


auf eine einzige, etwa y,(e”), linear zurückführen. 
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Man findet also 
(26.) (e, IE, I) = gedyıle"); 
yp(&) ist eine complexe Zahl mit rationalen Coeffieienten. 
Die Lösung der Theilungsgleichungen gestaltet sich nun so, dass 
man die y bestimmt. Da jede Grösse y in eine gewisse Potenz erhoben 
in den & ganzzahlig wird, — wie wir oben sahen —, so erhält man aus 


den conjugirten Werthen eines der y, etwa des y,(e), unter Hinzunahme der 
ganzen Zahl 


% 1 I ui 
Libri een 
den Werth jedes der Quotienten _"_, Da Gleiches für jedes y, also für 


Omi 
jeden Quotienten gilt, so ist die Aufgabe als gelöst anzusehen, denn es 
ist z. B. 5 bestimmbar aus 
Ina —_ Ist It) 
Ö, 1+(—1+21)0: 
Es ist vorläufig nicht möglich, die Zusammengehörigkeit der conjugirten 
y1(E), ld), «++, Yılc““') von vornherein so anzugeben, dass durch eines der- 
selben die anderen rational darstellbar sind. In den Beispielen gelang die 
Auffindung dieses Zusammenhanges durch Betrachtung der Resolventen (e, 0). 
Das Nähere mögen die von mir genauer studirten Fälle g=17 und g=41 
ergeben. 
n=1+4, q=17. (Siebzehntheilung). 
Man findet die Dreiheiten: (g= 10). 
= IE : mie 7% 
oe= 8 11; inde=14, 13; 
o= 1, 18; mic» 9 18. 
Daraus folgen die Gleichungen: 


(98. dd Hidden = 0, 











(27.) | Mm) a . \ . \ \ \ 

+id,d,+il,d, — 0,0; — 0, 
Die eyklischen Grössen sind: 

Ö, Ö, Ö, u 
Be er 
Ö Ö Ö Ö 
0 Re Bon ! se Br 8 BE 5 u | 
a ee 22: 
u ..3 Ö, . 6, ee» 
DATA Tan 
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Zwischen diesen Grössen erhält man aus (27.) die Gleichungen: 
+ 2423 +2 = (, 

2,4 4 +2,+is, = (, 

2, +13; +2,44 = (0. 
Durch Auflösung dieser Gleichungen oder durch die Kettenbruchmethode 
findet man: 

zB, =l-i, 3=-—2, 3=—-J-i. 

In der That ist nach der Kettenbruchmethode z. B. 
1+4= -2(-1-2i)-1;5 B=-2, A=2, ind(l+J)=7, ind(—1—-2) = 14. 


Daher 


0) a a 0) ii 
2 _—- = — 22 =--I43; 3=22=—3-i. 
14 ı Ö, | Ö, 
Betrachten wir nun die Resolventen (e = —;): 


(£, 0) = du+Eed, te da +Ed;, 
ei, I) te, 
dann wird: 
(28.) (&, IE, I) = iz, +eiz,teiz, tl. 
Die rechte Seite ist mod.n congruent mit 


Br 


Altegteg+eg‘). 
wird daher mit Null congruent durch die Annahmen 


3 7 11 


e=g, g, g", nicht aber für e=g". 


Setzen wir also 
n(e) = 1+8.-+8€, 


so hat die rechte Seite von (28.) die Primfactoren n(e), n(e'), ı(e'"), nicht 
aber rz(e”). In der That ist 


(28°) (e, Her’, I) = (IHN +ES(-I+E)n()r(Ee)a(e"), 
Unseren obigen Bezeichnungen entsprechend setzen wir nun: 


m Ö 0 m Ö, Im Ö, 3m Ö 3 
Yı (€ ) Ö + € u € ), vs f ), b) 
m | m 1 Im Ö 2 3m a 
Y: (€ ) Ö, e; € . + € i K + € id, ° 
m c 0 m Ö 1 ım Ö, Zm ; 
y;(E") = ö, +E u 8 PR + »,'’ 


Journal für Mathematik Bd. CXI. Heft 3. 26 
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dann erhält man aus (27.) die folgenden Gleichungen: 


0 3 


Do 

TER T =(, 

au De 
Ö, P 4 0 0 ER 
ya = 0, 


.Ö 
das a, = 0. 


Verschieben wir in diesen Gleichungen die Indices um je eine Einheit und 
multiplieiren der Reihe nach mit 1, &*, e”", e’”, so folgt durch Addition: 


(ve) = A+E")yele")tE”"yıle”), 

lysce”) = eye) -iyı(e”). 

Aus den vier obigen Gleiehungen entstehen, (27.) entsprechend, nur zwei 
wesentlich verschiedene für die y(e”). Damit die obige Verschiebung 


(29.) 


möglich sei, war nothwendig &” =1 anzunehmen. Aber für ®@ =1 sind 
die Gleichungen (29.) nicht gültig, wohl aber für e®"=i, —i, —1l. Es 
ergiebt sich: 
fur Put wird = -iy,;; pp), 
"ei „0 Heß; p=-%y,, 
"= —l1 „ Eu 7 y = (-1l+)yı. 
Nun ist: 
NE, I) = EEE), 
ww "oo, "ai Hei 
Nun findet man 


(es, HE, I) = Ell+N).nle)ale").y(—i), 


(E, IE, I) = Ee’(1+E) .n(E) ale) .y(—i), 
(e, IE, I) = € (1+e®).n(e ale”). y(—i), 


(E, IE", I) = E"(IFE) ale Vale) .yl-—i). 
Hieraus folgt durch Multiplication, mit Rücksicht auf (28*.), 


folglich 


Rn re m I, 
(30.) y(—i) = IT y + > (A-+Ö)Y1-+4. 
Weiter ergiebt sich 
(e, IE, IN) = AFNy(, 


(&. 0), I) = HS AHE) ale). yl-D, 





Schwering, zur Auflösung der lemniskatischen Theilungsgleichungen. 203 


wo wir auch die verschiedenen Werthe von &e verwenden können, wie oben 
für y,(—Ö). Nun folgt aus den Gleichungen 


(e, IE, I) = E(l+N nalen). y (3). 


, IE", » *% &( 1-e').y,(i) 
dureh Multiplication 


(31.) yödyı[—i) = 2i(l-+-4); 
ebenso aus 


(& Da 9E, D, I) = -DRO, 
(E", IT)E", 0) = en, re)yl-D: 
(32.) vo = un 
Setzen wir also # = 144 und y,(—i) = (1+t, so wird 


y(-9) = (19, y-b)= (HD, yo (Hür. 
Daher hat man: *= 144 und 


tatgtg nie 
is Sa Ne Yankee 
= — rg = d49P, 
r + : — (48 


Hierdurch finden wir die Quotienten der d, der Wurzeln der Theilungs- 
gleichung, und dann durch eine reine Gleichung 4ten Grades, wie wir oben 
sahen, die d selbst. 

Diese ausführlichere Darstellung kann sehr wohl genügend erscheinen, 
um durch das Beispiel die allgemeine T'heorie zu erklären. Ausserdem 
rechtfertigt sie sich durch die Berühmtheit der Aufgabe und die Neuheit 
und Einfachheit der Lösung. Gehen wir zum folgenden Beispiel über: 

=5+4, qg=4l, g=1l. 
Die Dreiheiten sind: 
mi). sr DT 


Bee -IE 16, 21, 580, 
o = 58 34 530, 26, 389. 
me 5 4 3 9, 
mw 3, 85 1839, 
ndo = 25, 33, 21, 19-2. 


26* 
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Die Gleichungen werden: 
d.d,+id,dht+id,d,; + dd, =, 
0,0, + did, +idd, = (N, 
(33.) Od + dd dd id N, 
0,0 Id = 0, 
+ dh +id,h—id,d, = 0. 
Aus diesen Gleichungen oder mit Hülfe der Kettenbruchmethode findet man 
die Werthe: 








Sie sind: 


3, =-9-i, z3B=li 33-3409, =—2, 3,=3-3i, 
= —4+6bi, 3, = 3+i, 2, = —2-+2i, 2 = 3—i. 
Nun wird für &’ = —i sofort: 


(&, de, I) = (IHDAHtE +) 544) 
Es ist nun ein Leichtes, die Grösse (e, Ö)(e”, d=") niederzuschreiben. Nach 


Abscheidung der Faetoren 1+i und we für n(e) = 1+8°+8" bleibt die 
complexe Zahl 
pe) = lit. Hi + 1) +E + 14V —E. 
jildet man die Norm derselben, so findet man 
pd).ylE) = Zilitie — (I+NE). 
Der Klammerfactor hat die Norm —i(5—4i). Daher hat (e, d)(e”, 0”) 
einen Primtheiler von 5—&:. 
Um die Untersuchung weiter zu führen, hätte man nun 
(€, O)(e*, 0°) 
zu bilden für die verschiedenen Werthe A, %, welche den Bedingungen 


10k 5 


10% n 


ru Vor Ve 


b) 
genügen. Sie werden linear ausgedrückt durch y,(e'*") und zwar in der Form 
h f k —1 h+k 
(5. D), 07) Re?) 
wo R,, eine rationale Funetion von & ist. Man kann dann die Ausdrücke 
derartig behandeln, dass y,(s”) als 1Ote Wurzel aus einer ganzen complexen 


Zahl erscheint. 
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Zur Theorie des G@aussschen Krümmungsmaasses. 


(Von Herrn P. Stäckel in Halle a. S.) 





Das Verfahren, welches Gauss in den Disquisitiones generales eirca 
superfieies curvas angewandt hat, um den Eulerschen Satz über die Krümmung 
der Normalschnitte herzuleiten, führt zu einem einfachen Beweise für die 
Erhaltung des Krümmungsmaasses einer Fläche bei ihren Biegungen. 

Sind P und 7/7 entsprechende Punkte zweier Flächen, die durch 
jiegung in einander übergeführt werden können, so kann man durch Be- 
wegung einer dieser Flächen erreichen, dass diese beiden Punkte und die 
Flächennormalen in ihnen zusammenfallen, und dann durch eine Drehung 
um die gemeinschaftliche Normale bewirken, dass auch entsprechende Tan- 
senten in P und // zur Deckung gelangen. Wie bei G@auss werde nun 
die erste Fläche in der Nähe von P durch 


3 = Iceyat+eney+tony’+-- 


dargestellt. Entspricht dem Punkte r, y, » auf der gebogenen Fläche der 
Punkt £, n, &, so ist analog in der Nähe von JT: 


und in Folge der Voraussetzungen über die gegenseitige Lage der beiden 


Flächen ist nothwendig: 


c 2 ’ 2 » ? vn ) 
S ztHlo„a to, ay +taooy +toue +, ae ytlo,ey +t0,Y 


) 1 


RER 2 2 2 2 3 | A) 2 * 2 I @ I; 
y+lßox +Pı2y+4Po2Y + 1 Aut 250 DIE. UT Pay r=PuY% Tr’. 


Die Vergleichung von de’+dy’+dz’ und dö’+dn’+d{’ ergiebt dann, wenn 
z und y als unabhängige Variable angesehen werden, dass & und n keine 
Glieder zweiter Ordnung enthalten dürfen, und durch die Glieder dritter 
Ordnung erhält man daher als Coeffieienten von y’dz’, 2xydrdy, x’dy': 
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= a+tYı, Cı+ Can = eat ßatYıtYaYın, = Patyıu; 
woraus sofort die Relation 
Cyan —Ch > Yoryfın -Yıı 
entspringt, welche mit dem zu beweisenden Satze identisch ist. 
Berücksichtigt man bei den Reihenentwiekelungen noch höhere Po- 
tenzen von z und y, so erhält man folgendes Resultat. Es sei in der 
Nähe von P: 


2 2 3 2 
3 = ZCH@ ten ey Feng Hrn ts HE ytteRey’+ keuy’+t, 
und in der Nähe von T7I: 


= N ET u ZERL/ Bude 7 2171 Me air 9 217 Dh a 9 ZIEHE I mie 9 ZET LM a 9 ZU u RER 
Die Vergleiehung von da=’+dy’+dz’ und ds’+dry’+dö’ ergiebt dann für 
die Coeffieienten der Reihenentwickelungen von $ und n nach x und y 
lineare Gleichungen, welche mit einander verträglich nur sind, wenn zwi- 
schen den Coeffieienten e,, und y,, der Reihenentwickelungen von z und 
vewisse Relationen bestehen. Und zwar stellt sich heraus, dass die Coef- 
ficienten der Glieder der Dimension +1 von $ und n eindeutig bestimmt 
sind, wenn zwischen den Coeffieienten der Glieder der Dimension » von z 
und © genau »—1l von einander unabhängige Relationen stattfinden, in 
denen ausserdem die Coeffieienten der vorhergehenden Glieder auftreten. 


Im besonderen ergiebt sich für a=2 das Gausssche Krümmungsmaass: 
CyCa— Ch z— Yon -Yıs 
und für a= 3 findet man die Relationen: 
CyC2— 2CıCıt neu = Yofız YıYfaıt Yo); 
CHyCa—Llıln Ft Cal: = Yoya —2YıYt+YoYa; 
welche besagen, dass auch der erste Beltramische Differentialparameter des 
Gaussschen Krümmungsmaasses eine Biegungsinvariante ist. 





Theorie der trilinearen Verwandtschaft ebener 
Systeme. 
V. Artikel. Zusammenfassung und wichtige Speeialfälle. 
Hierzu Tafel I, Fig. 1—9. 


(Von Herrn Guido Hauck.) 


Die projectiv-trilineare Verwandtschaft ebener Systeme, welche in 
den vorangegangenen Artikeln*) stets nur in ihrer allgemeinsten Form ins 
Auge gefasst worden ist, bietet eine grosse Mannigfaltigkeit von Sonder- 
fällen dar, bei welchen sich die für den allgemeinen Fall gefundenen Eigen- 
schaften mehr oder weniger modificiren. Wenn auch nicht die Absicht 
bestehen kann, diese Sonderfälle alle ins einzelne zu verfolgen, so ist es doch 
unerlässlich, wenigstens die Haupttypen einer kurzen Betrachtung zu unter- 
ziehen. Es erscheint hierfür erforderlich, eine übersichtliche Zusammen- 
stellung der Haupteigenschaften der allgemeinen Verwandtschaft in $ 1 vor- 
auszuschicken. Hieran schliesst sich dann in $2 eine kurze Skizzirung 
der Haupteigenschaften der sectiv-trilinearen Verwandtschaft. Sie ergeben 
sich, soweit sie sich nicht auf unendlich ferne Elemente beziehen, aus den- 
jenigen der projectiv-trilinearen Verwandtschaft durch reeiproke Umformung. 
In $3 bis $5 folgt hierauf die Vorführung von drei wichtigen Sonderfällen 
der projectiv-trilinearen Verwandtschaft. 


$1. 


Zusammenstellung der Haupteigenschaften der allgemeinen projectiv-trilinearen Verwandtschaft 
zwischen drei ebenen Systemen. 


1) In jedem von drei projectiv-trilinearen ebenen Systemen $, S’, S” 
(vgl. Fig. 1) existirt eine ausgezeichnete Gerade, Hauptare genannt, und auf 





*) Dieselben mögen, da sie im Folgenden mehrfach eitirt werden, hier zusammen- 
gestellt werden: I. Art. in Bd. 95 dieses Journals, S. 1. — II. Art. in Bd. 97, S. 261. — 
III. Art. in Bd. 98, S. 304. — IV. Art. in Bd. 108, S. 25. 
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dieser ein Paar ausgezeichneter Punkte p und g, p’ und g', p" und g", 
Kernpunkte genannt. Von den Kernpunkten sind je zwei in verschiedenen . 
Kbenen liegende, nämlich q und p', g’ und p”, g’ und p einander zugeordnet 
und werden als gegnerische Kernpunkte bezeichnet. Die beiden anderen 
Kernpunkte derselben Ebenen, also p und g’, p' und g”, p" und g, heissen 
correspondirende Kernpunkte. 

2) Je zwei gegnerische Kernpunkte haben die Eigenschaft, dass 
von ihnen aus die betreffenden zwei Systeme sich durch projectivische 
Strahlenbüschel projieiren, in welchen die Hauptaxen ein Paar entsprechen- 
der Strahlen bilden. Die Punkte in drei projectiv-trilinearen ebenen Systemen 
sind demnach dreifach gebunden durch die drei Bedingungen, dass je zwei 
zugeordnete auf entsprechenden Strahlen der bezüglichen gegnerischen Kern- 
strahlenbüschel liegen müssen. Hieraus ergiebt sich die Lösung der Fun- 
damentalaufgabe: ein 'l'ripel zugeordneter Punkte x, x’, ©" zu construiren: 
Man nimmt = und x” auf zwei entsprechenden Strahlen der gegnerischen 
Büschel g° und p” beliebig an, zieht px’ und g'x”, bestimmt in dem mit 
p gegnerischen Büschel g den px’ entsprechenden Strahl gx, ebenso in 
dem mit g’ gegnerischen Büschel p den g’x” entsprechenden Strahl pe, 
so stellt der Schnittpunkt der Strahlen g& und px den dritten zugeordneten 
Punkt x vor. 

3) Die projeectiv-trilineare Verwandtschaft zwischen drei ebenen 
Systemen ist vollständig und eindeutig bestimmt: durch die drei Paare von 
Kernpunkten und die drei projeetivischen Beziehungen zwischen je zwei 
gegnerischen Kernstrahlenbüscheln, und demgemäss auch: durch die drei 
Paare von Kernpunkten und zwei Tripel zugeordneter Punkte, welche will- 
kürlich gewählt werden können mit der Beschränkung, dass von den in 
einer Ebene liegenden zwei Tripelpunkten und zwei Kernpunkten keine 
drei Punkte in gerader Linie liegen dürfen. 

4) Bringt man (vgl. Fig. 1) drei projeectiv-trilineare Systeme S, 
S', 5" in räumlich-orientirte Lage, d. h. in solche Lage, dass je zwei 
gegnerische Kernstrahlenbüschel perspeetivisch, jedoch nicht in der nämlichen 
Ebene liegen, wobei die Schnittlinien gu, 12; 9. der drei Systemebenen 
(„Grundschnitte‘‘) die perspeetivischen Durchschnitte bilden: so schneiden 
sich die drei Verbindungslinien je zweier gegnerischen Kernpunkte in drei 
Punkten O0, 0’, 0", welche die Eigenschaft haben, dass die von ihnen nach 
irgend drei zugeordneten Punkten z, x’, x" gezogenen Strahlen Oz, O'x', O"x' 
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sich in dem nämlichen Punkt X schneiden. Die drei Systeme stellen also 
in räumlich-orientirter Lage die Projeetionen eines und desselben räumlichen 
Systems aus den drei Projeetionscentren 0, 0', 0" vor. — Der Satz gilt 
auch noch, wenn die drei Systeme in der nämlichen Ebene so liegen, dass 
je zwei gegnerische Kernstrahlenbüschel perspectivisch sind und die per- 
spectivischen Durchschnitte sich in dem nämlichen Punkte schneiden. Man 
hat dann ein veränderliches ebenes Sechseck, das sich so bewegt, dass drei 
nicht auf einander folgende Ecken auf drei durch einen Punkt gehenden Leit- 
geraden laufen, während die sechs Seiten sich um sechs feste Punkte drehen. 

5) Liegt von einem Tripel zugeordneter Punkte einer auf einer 
Hauptaxe, so müssen die zwei anderen im allgemeinen ebenfalls auf den 
Hauptaxen ihrer bezüglichen Systeme liegen. — Fällt von einem Tripel 
zugeordneter Punkte einer in einen Kernpunkt, so muss stets ein zweiter 
ebenfalls in einen Kernpunkt fallen, und zwar entweder in den correspon- 
direnden oder in den gegnerischen. Der dritte zugeordnete Punkt wird 
unbestimmt; und zwar kann zu zwei correspondirenden Kernpunkten als 
dritter zugeordneter Punkt jeder beliebige Punkt der dritten Ebene functio- 
niren, während zwei gegnerischen Kernpunkten nur jeder beliebige Punkt 
der Hauptaxe der dritten Ebene zugeordnet ist. — Von den Kernpunkten 
können nur drei solche ein Tripel zugeordneter Punkte vorstellen, von denen 
der eine der correspondirende, der zweite der gegnerische des dritten ist. 

6) Beschränkt man in einem der drei Systeme die Punkte auf eine 
gerade Linie, so werden dadurch die Punkte in den zwei anderen Systemen 
einander collinear zugeordnet. 

7) Drei ebene Systeme, die zu drei projeetiv-trilinearen ebenen 
Systemen einzeln collinear sind, sind unter sich ebenfalls projeetiv-trilinear. 

8) Die Geraden in drei projeectiv-trilinearen ebenen Systemen sind 
zweifach gebunden. Zwischen zweien von drei zugeordneten Geraden findet 
im allgemeinen keine nähere Beziehung statt. 

9) Hat man zwei Tripel zugeordneter Punkte, so bilden deren drei 
Verbindungslinien ein Tripel zugeordneter Geraden. Zu zwei beliebigen 
Geraden [' und (’ in S’ und S” findet man daher die dritte zugeordnete [ in $, 
indem man auf [ und ( irgend zwei Paare zugeordneter Punkte markirt, 
zu ihnen die dritten zugeordneten Punkte construirt und diese verbindet. 

10) Geht von einem Tripel zugeordneter Geraden eine durch einen 
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Kernpunkt, so muss auch noch eine zweite durch einen Kernpunkt gehen, 
und zwar entweder durch den correspondirenden, oder durch den gegnerischen. 
Zwei durch correspondirende Kernpunkte gehenden Geraden ist in der 
dritten Ebene ein bestimmter Punkt, bezw. eine durch diesen Punkt gehende 
unbestimmte Gerade zugeordnet. Zwei durch gegnerische Kernpunkte 
gehenden Geraden entspricht als dritte zugeordnete im allgemeinen die 
Hauptaxe der dritten Ebene; bilden aber die zwei ersten Geraden ent- 
sprechende Strahlen der betreffenden gegnerischen Kernstrahlenbüschel, so 
wird die dritte zugeordnete Gerade unbestimmt. 

11) Hat man zwei Tripel zugeordneter Geraden, so bilden deren 
drei Schnittpunkte im allgemeinen kein Tripel zugeordneter Punkte. Sind 
aber zwei Schnittpunkte einander zugeordnet, so muss ihnen auch der 
dritte zugeordnet sein. Die Schnittpunkte dreier zugeordneten Geraden 
mit den drei Hauptaxen bilden stets ein Tripel zugeordneter Punkte. 

12) Auf drei einander nicht zugeordneten geraden Linien ist stets 
ein — und im allgemeinen nur ein Tripel zugeordneter Punkte vorhanden. 

13) Den unendlich fernen Geraden zweier Systeme entspricht als 
zugeordnete im dritten System im allgemeinen eine endliche Gerade, welche 
die Fluchtlinie des betreffenden Systems heisst und die Hauptaxe in deren 
Fluchtpunkt schneidet. 

14) Die drei Kernstrecken werden in den drei Fluchtpunkten im 
nämlichen Verhältniss C getheilt, welches als die Charakteristik der trilinearen 
Verwandtschaft bezeichnet wird. 

15) In drei projectiv-trilinearen ebenen Systemen existirt stets ein 
— und im allgemeinen nur ein Tripel zugeordneter Punkte im Unendlichen; 
es wird gebildet von den unendlich fernen Punkten der drei Fluchtlinien. 
— Bei räumlicher Orientirung mit parallelen Grundschnitten müssen die 
Grundschnitte den Fluchtlinien parallel sein. 

16) Auf drei zugeordneten geraden Linien bilden die zugeordneten 
Punkte im allgemeinen drei projectivische Punktreihen. 

17) Sind von einem Tripel zugeordneter Geraden zwei den bezüg- 
liehen Fluchtlinien parallel, so muss es auch die dritte sein. Auf drei 
solehen Geraden sind die von den zugeordneten Punkten gebildeten Punkt- 
reihen ähnlichh — Unter den ähnlichen zugeordneten Punktreihen existiren 
im allgemeinen vier Tripel congruenter zugeordneter Punktreihen. 
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18) Auf den drei Hauptaxen stehen die von den zugeordneten 
Punkten gebildeten Punktreihen nicht in projectivischer, sondern in doppel- 
kernig-trilinearer Beziehung mit der Charakteristik C (vgl. IV. Art. $ 1-4). 

19) Die durch drei zugeordnete Punkte gehenden zugeordneten 
Geraden bilden drei frilineare Strahlenbüschel, und zwar ist die trilineare 
Beziehung eine doppelkernige (vgl. IV. Art. $5 





6) bei allgemeiner Lage 


der Centren, — eine einzelkernige (vgl. IV. Art. $ 7—9), wenn die Centren 
auf den drei Hauptaxen liegen. — Fallen zwei Centren in zwei correspon- 


dirende Kernpunkte, so ist die trilineare Beziehung einzelkernig oder doppel- 
kernig, je nachdem das dritte Centrum auf der betreffenden Hauptaxe liegt 
oder nicht. Kommen zwei Üentren in zwei gegnerische Kernpunkte zu 
liegen, so ist die trilineare Beziehung eine ausgeartete (vgl. IV. Art. $ 11). 
Das Gleiche ist der Fall, wenn die drei Öentren in drei Kernpunkten liegen. 

20) Drei projectiv-trilineare ebene Systeme projieiren sich aus irgend 
drei zugeordneten Punkten auf drei beliebige in ihren Ebenen liegende 
Geraden als trilineare Punktreihen, welche doppelkernig oder einzelkernig 
oder ausgeartet sind, wenn die drei Projectionscentren allgemein —, oder 
wenn sie auf den Hauptaxen —, oder wenn zwei derselben in gegnerischen 
Kernpunkten liegen. 

8.2. 
Die allgemeine sectiv-trilineare Verwandtschaft zwischen drei ebenen Systemen. 

Aus den vorstehendeu Sätzen über die projectiv-trilineare Verwandt- 
schaft, soweit sie sich nicht auf unendlich ferne Elemente beziehen, ergeben 
sich die entsprechenden Sätze für die sectio-trilineare Verwandtschaft durch 
reeiproke Umformung nach dem Reeiprocitätsgesetz der Ebene. 

Hiernach enthält jedes der drei seetiv-trilinearen Systeme ©, &, &' 
einen ausgezeichneten Punkt — ‚‚Hauptpunkt‘“ —, durch welchen je zwei 
ausgezeichnete Gerade — ‚Kerngerade‘‘ — gehen (vgl. Fig. 2, in welcher 
die drei Hauptpunkte im nämlichen Punkt A vereinigt liegen). Von den 
Kerngeraden sind je zwei ‚gegnerische‘ (q und p', q und p”, q’ und p) die 
Träger von projectivischen Punktreihen, in welchen die Hauptpunkte ein 
Paar entsprechender Punkte bilden. Zwischen drei zugeordneten Geraden 
t, d, £' besteht die Beziehung, dass je zwei durch entsprechende Punkte 
der bezüglichen gegnerischen Kernpunktreihen gehen müssen. 

Die sectiv-trilineare Verwandtschaft ist bestimmt: durch die drei Paare 
von Kerngeraden und die drei projectivischen Beziehungen zwischen je zwei 
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gegnerischen Kernpunktreihen, und demgemäss auch: durch die drei Paare 
von Kerngeraden und zwei Tripel zugeordneter Geraden, wobei sich von 
den vier Bestimmungsgeraden einer Ebene keine drei in demselben Punkt 
schneiden dürfen. 

Die drei Systeme können leicht in orientirte Lage in einer und der- 
selben Ebene gebracht werden, bei welcher je zwei gegnerische Kernpunkt- 
reihen perspectivisch sind. Am einfachsten geht dies, wenn man die Systeme 
so legt, dass die drei Hauptpunkte zusammenfallen. Fig. 2 veranschaulicht 
diese Lage. Danach kann man sagen: Bewegt sich ein veränderliches 
ebenes Sechseck so, dass die sechs Ecken auf sechs festen, einem Strahlen- 
büschel angehörigen Leitgeraden laufen, während drei nicht auf einander 
folgende Seiten sich um drei feste Punkte gu, 912, 9%» drehen, so beschreiben 
die drei übrigen Seiten drei sectiv-trilineare Geradensysteme. 

In zwei sectiv-trilinearen ebenen Systemen sind die Geraden dreifach, 
die Punkte zweifach gebunden. Hat man zwei 'T'ripel zugeordneter Geraden, 
so bestimmen deren drei Schnittpunkte ein Tripel zugeordneter Punkte. 
Dagegen bilden die drei Verbindungslinien von zwei Tripeln zugeordneter 


Punkte im allgemeinen kein Tripel zugeordneter Geraden. — Durch drei 
zugeordnete Punkte geht stets ein — und im allgemeinen nur ein Tripel 


zugeordneter Geraden. 

Die durch drei zugeordnete Punkte gehenden zugeordneten Geraden 
bilden im allgemeinen drei projectivische Strahlenbüschel. Nur in den drei 
Hauptpunkten stehen sie in doppelkernig-trilinearer Beziehung. — Auf drei 
zugeordneten Geraden bilden die zugeordneten Punkte drei trilineare Punkt- 
reihen, welche doppelkernig oder einzelkernig oder ausgeartet sind, je nach- 
dem die Geraden allgemein liegen, oder durch die drei Hauptpunkte gehen, 
oder zwei von ihnen mit gegnerischen Kerngeraden zusammenfallen. — 
Drei seectiv-trilineare Geradensysteme werden von irgend drei zugeordneten 
Geraden nach trilinearen Punktreihen geschnitten. 

Was die Zuordnungsverhältnisse der wnendlich fernen Elemente der 
drei Systeme anlangt, so ergiebt sich Folgendes: Von drei zugeordneten 
Geraden kann im allgemeinen nur eine ins Unendliche fallen, was jedoch 
nichts Besonderes darbietet. — Von Tripeln zugeordneter Punkte im Unend- 
lichen existirt eine einfach unendliche Schaar; zu jedem unendlich fernen 
Punkt eines Systems sind die ihm zugeordneten unendlich fernen der zwei 
anderen Systeme vollständig und eindeutig bestimmt. (Denn ist z. B. in 
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Fig. 2 den unendlich fernen Schnittpunkten «, von r, y und x, von r", 
y’ der Schnittpunkt » von x, y) zugeordnet, und hält man den Punkt «, 
fest, während man «, ändert, wobei r und y' zwei congruente Strahlen- 
büschel um die Punkte « und v’ beschreiben, so beschreiben £ und y zwei 
projeetivische Strahlenbüschel um die Punkte m und ». Da diese den Strahl 
mn entsprechend gemein haben, so erzeugen die Schnittpunkte # ihrer ent- 
sprechenden Strahlen eine gerade Linie, deren unendlich ferner Punkt «, 
mit dem entsprechenden «, und dem festen a, ein Tripel zugeordneter 
Punkte bildet.) 

Man kann zu der sectiv-trilinearen Verwandtschaft auch dadurch ge- 
langen, dass man das Reeiprocitätsgesetz des Raumes auf die (durch Fig. 1 
verbildlichten) Verhältnisse bei der räumlichen Orientirung dreier projeectiv- 
trilinearen Systeme anwendet. Man erhält dadurch zunächst drei trilineare 
Strahlenbündel, in denen die Ebenen dreifach, die Strahlen zweifach gebun- 
den sind; diese werden dann durch drei beliebige Ebenen ©, ©, ©” nach 
drei seetiv-trilinearen ebenen Systemen geschnitten. — Diese Entstehungs- 
art lässt sich auch so formuliren: Man hat zunächst (den Projectionscentren 
0, 0, 0" der Fig. 1 reciprok entsprechend) drei Grundebenen, in denen 
drei sectiv-trilineare ebene Systeme von speecieller Art dadurch erzeugt 
werden, dass die drei Spurgeraden einer beliebigen Ebene (dem Punkt X 
der Fig. 1 entsprechend) drei zugeordnete Geraden —, die drei Spurpunkte 
einer beliebigen Raumgeraden drei zugeordnete Punkte bestimmen. Diese 
drei speciellen Systeme werden dann auf die Ebenen ©, ©, ©” central- 
projeetivisch (die Projeetionscentren entsprechen den Ebenen $S, S’, S”’ der 
Fig. 1) abgebildet, wobei sich jede der drei Schnittkanten der Grundebenen 
in zwei gegnerische Kerngeraden projieirt. — Eben aus dieser Auffassungs- 
weise entnehmen wir die Veranlassung, die in Rede stehende Verwandtschaft 
als „sectiv-trilinear“ zu bezeichnen (vgl. I. Art. $ 1). 


8 3. 


I. Specialfall der projectiv-trilinearen Verwandtschaft: Charakteristik U = —1. 

Ist in drei projectiv-trilinearen Systemen die Charakteristik der 
zwischen den Punkten der Hauptaxen bestehenden trilinearen Beziehung 
gleich —1, so sind die unendlich fernen Punkte der Hauptaxen einander zu- 
geordnet, die drei Fluchtpunkte fallen ins Unendliche (vgl. IV. Art. $S 3). 
Demzufolge müssen die Fluchtlinien der drei Systeme, welche durch jene 
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Fluchtpunkte gehen, den bezüglichen Hauptaxen parallel sein. Es wer- 
den daher auch die Tripel ähnlicher und congruenter Punktreihen den 
Hauptaxen parallel. Hierin liegt das Charakteristische des vorliegenden 
Speeialfalles. 

Denkt man sich die drei Systeme gegeben durch die drei Paare 
von Kernpunkten und zwei Tripel zugeordneter Punkte a, a’, a” und 
b,b', b’, so sind diese nieht mehr unabhängig von einander. Werden z. B. 
die Kernpunkte und fünf Tripelpunkte a, a‘, a’, b, b' willkürlich gewählt, 
und schneiden ab und a’b' die bezüglichen Hauptaxen in den Punkten c 
und ec, so muss der sechste Tripelpunkt b" auf der Geraden a’c' liegen, 
deren Punkt ce” auf der dritten Hauptaxe sich bestimmt durch die Gleichung: 
were Tu 


Er 2 


ee 2 ee 5 

Die Besonderheiten des gegenwärtigen Falles treten am anschau- 
lichsten zu Tage, wenn die drei Systeme in orientirte Lage mit parallelen 
Grundsehnitten gebracht werden. Die im Il. Art. $ 2 erörterten bezüglichen 
Construetionen bedürfen hierzu nur einer unwesentlichen Modification. Man 
schneidet wieder jedes Paar gegnerischer Kernstrahlenbüschel nach zwei 
congruenten Punktreihen parallel den Fluchtlinien (hier Hauptaxen), wozu 
zwei Paare entsprechender Strahlen für jedes Büschelpaar ausreichen. 
Während nun hierfür im allgemeinen Falle ausser den zu einem beliebigen 
Punktetripel ze’x" gehörigen Kernstrahlen noch die Hauptaxen verwendet 
wurden, müssen jetzt statt der Hauptaxen die einem zweiten Tripel yyy' 
zugehörigen Kernstrahlen (s. Fig. 3a) benutzt werden. Im übrigen ist die 
Uonstruction ganz dieselbe wie im Art. II, $ 2°). 

Fig. 3a zeigt die auf solche Weise gewonnene Orientirung der drei 
Systeme, und zwar zunächst derart, dass die Systeme S’ und $” in die 
Ebene des Systems S umgeklappt sind. — Stellt man nun hieraus die 
räumlich orientirte Lage her, indem man S’ und S”’ um die Grundschnitte 
Q,, und g,, dreht, bis 9, und g,, zusammenfallen, so müssen die drei Haupt- 
axen a, a, a in eine Ebene zu liegen kommen. Denn die Verbindungs- 
linien je zweier gegnerischer Kernpunkte müssen sich schneiden und durch 
ihre Schnitte die drei Projeetionscentren bestimmen. 

Um die diesbezüglichen Verhältnisse genauer zu überschauen, denken 


*) Die Grundschnitte g,, und g,, der jetzigen Fig. 3a sind in der bezüglichen Fig. 3 
des Art. Il mit g, und g, bezeichnet. 
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wir uns die räumlich orientirten Systeme auf eine zu den Grundschnitten 
senkrechte Ebene orthogonal projieirt. In der Projeetion (s. Fig. 3b) stellen 
sich die drei Ebenen $S, S’, S” als gerade Linien, die drei Grundschnitte 
und die drei Hauptaxen als Punkte dar, die letzteren in gerader Linie [ 
liegend. Die Projectionsfigur, in welcher die Buchstabenbezeichnungen 
gleichlautend mit denen im räumlichen Gebilde sowie in Fig. 3a gewählt 
sind, kann mittelst der aus Fig. 3a entnommenen horizontalen Entfernungs- 
maasse der Grundschnitte und Hauptaxen leicht construirt werden. 

Um des weiteren die Projectionscentren O0, 0’, 0", bezw. deren Pro- 
jeetionen zu erhalten, zeichnet man das in der Ebene der drei Hauptaxen 
liegende Gebilde in wahrer Gestalt (s. Fig. 3e), indem man die horizon- 
talen Abstände der Hauptaxen aus Fig. 3b, die verticalen Höhenunterschiede 
der sechs Kernpunkte aus Fig. 3a entnimmt. Zieht man dann in Fig. 3e 
die Verbindungslinien je zweier gegnerischen Kernpunkte, so schneiden 
sich diese in den drei Projeetionscentfen 0, 0', 0”, deren horizontale Ab- 
stände von den Hauptaxen nun aus Fig. 3e in Fig. 3b übertragen werden. 

In Fig. 3b ist ferner noch die Construction der drei Fluchtlinien 
1,0‘, w", bezw. ihrer Projeetionen, ausgeführt. Man erhält sie, indem man 
z.B. durch 0’ und O0” die Parallelstrahlen zu S’ und S’” — und nach 
deren Schnittpunkt U den Strahl OU zieht, welcher S in u schneidet. 

Wie Fig. 3b zeigt, projieiren sich die drei ebenen Systeme als 
einzelkernig-trilineare Punktreihen in orientirter Lage, die Axenprojeetionen 
a, a’, a’ stellen die Kernpunkte vor. Es ist dies eine Folge des in $ 1 
unter No. 20 aufgeführten Satzes. Denn die Linien S, S’, S’ in Fig. 35 
können als drei in den ebenen Systemen liegende Gerade betrachtet wer- 
den, auf welche die Systeme aus den einander zugeordneten unendlich 
fernen Punkten der Hauptaxen projieirt sind. 

Hinsichtlich der vier Tripel congruenter zugeordneter Punktreihen er- 
fordert der gegenwärtige Specialfall eine besondere Betrachtung. Die im 
II. Art. $ 3 für den allgemeinen Fall gegebene bezügliche Construction 
wird hier, wo jene vier Tripel den Hauptaxen parallel sind, hinfällig. 

In Fig. 3a wurden stillschweigend die zwei Tripel zugeordneter 
Punkte x, x’, z” und y, y', y" auf einem der vier Tripel eongruenter zu- 
geordneter Punktreihen angenommen, und zwar auf demjenigen, bei welchem 
in der hergestellten orientirten Lage der Richtungssinn aller drei Punkt- 
reihen übereinstimmend ist. Es ist also: @y=x'y' = xy". Mit Rücksicht 
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hierauf liefert Fig. 3a unmittelbar die zwei Proportionen: 


p'x' x ga px 


ei Mn Re Me! 

oder, wenn die senkrechten Abstände der Punkte z, x’, x" von den Haupt- 
axen und Grundschnitten sowie der letzteren unter sich durch einfaches 
Nebeneinanderstellen der betreffenden Buchstaben bezeichnet, und statt der 
obigen Verhältnisse der schiefen Strecken die ihnen gleichen Verhältnisse 
der senkrechten Abstände eingeführt werden: 

(1e) ee re 

A go: Il Pr zu 97 Ad;o 

Werden nun die Punkte x, x’, ©" in die Fig. 3b eingezeichnet, indem man 
die Abstände ax, az’, a’x" aus Fig. 3a überträgt, so besagen die zwei 
Gleichungen (1a.), dass in Fig. 3b die drei Punkte x, x’, x” in einer zu 
{ parallelen Geraden liegen müssen. Es liegen folglich die drei congruen- 
ten Punktreihen in einer und derselben Ebene, welche parallel zur Ebene 
der drei Hauptaxen ist. 





—_— 


Hiernach läuft die Aufgabe, die drei congruenten zugeordneten Punkt- 
reihen zu bestimmen, darauf hinaus: in den drei einzelkernig-trilinearen 
Punktreihen S, S’, S’ der Fig. 3b dasjenige Tripel zugeordneter Punkte 
z,x,x' zu finden, welches auf einer zu [ parallelen Geraden liegt. Dies 
kann auf folgende Weise geschehen: Die drei Punkte x, x’, €’ müssen 
der Grundrelation der einzelkernig-trilinearen Beziehung zwischen drei 
Punktreihen genügen, welche, angewendet auf die Bezeichnungen der Fig. 3b, 
lautet (vgl. IV. Art. $ 7, Gleichung (13.)): 

Me 
(2.) ee EL ee 1. 
Setzt man hier die sich aus (1*.) ergebenden Ausdrücke für az’ und a’z 
ein, so erhält man: 


N N ag FR | Q0,, m.n 
ne = aui+ — 010 + —-am. 
) Ads a Qs0 


Hieraus lässt sich ax leieht eonstruiren. Zieht man nämlich durch v’ und 
w" Parallelen zu [, welche die Linie S schneiden in und w, so ist: 





a ' a A 
ap = oe -A v', au ine ae a’m 
01 20 


folglich hat man nach Gleichung (3.): 
(4*.) ae = autapytaw. 
Entsprechende Ausdrücke ergeben sich für ax’ und a’z=”. 
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Die vorstehende Betrachtung bezog sich auf dasjenige Tripel con- 
gruenter zugeordneter Punktreihen, bei welchem in der zu Grunde gelegten 
orientirten Lage die drei Punktreihen übereinstimmende Richtung haben. 
Bei den übrigen drei Tripeln ist immer die Richtung einer Punktreihe ent- 
gegengesetzt den Richtungen der zwei anderen.*) Man gelangt zu ihnen 
auf folgende Weise: 

Nehmen wir an, in Fig. 3a hätte z. B. zy die entgegengesetzte 
Richtung (also von unten nach oben), so dürfte ey mit Rücksicht auf seine 
Zuordnung zu z’y' nicht (wie in Fig. 3a) in dem Scheitelwinkelraum von 
Winkel @,gH, —, sondern müsste in diesem Winkel selbst liegen, und 
zwar in dem nämlichen Abstand von g. Andererseits müsste zy mit Rück- 
sicht auf seine Zuordnung zu xy’ in dem Scheitelwinkelraum von Winkel 
G@,pH, im nämlichen Abstand von p wie vorher liegen. 


Die Gleichungen 
(1°.) würden sich demgemäss ändern in: 








er ae 
was die Aenderung der Gleichung (4*.) in: 

(4°,) de = um—ay—aw 
zur Folge hat. 


Analoges gilt, wenn z’y' oder z’y' entgegengesetzte Richtung hat. 
Im ersten Fall wird in den Gleichungen (1*.) a’, im zweiten Fall wird 
az" negativ, wodurch Gleichung (4*.) sich ändert in: 


(4°.) de = am—ay+tawy 
und: 


(4°.) ir = mrap—aw. 





*) Es ist hervorzuheben, dass das Tripel mit übereinstimmender Richtung der 
Punktreihen nicht etwa einen bevorzugten Rang einnimmt, sondern den drei anderen 
Tripeln vollkommen gleichwerthig ist. Der Unterschied bezieht sich lediglich auf die 
der Betrachtung zu Grunde gelegte zufällige Anordnung der orientirten Lage. Man 
könnte diese Anordnung z. B. in der Art ändern, dass man (vgl. Fig. 3a) das System S 
in seiner Ebene um 180° dreht und die neuen Grundschnitte g,, und g,, je in symme- 
trischer Lage mit den alten in Beziehung zur Axe a annimmt. In der diesen neuen 
Grundschnitten entsprechenden Orientirung ist jetzt die Richtung von zy entgegengesetzt 
den Richtungen von z’y’ und x’’'y"', während eines der drei anderen Tripel übereinstimmende 
Richtung der Punktreihen aufweist. — Diese Bemerkung beschränkt sich selbstverständ- 
lich nicht bloss auf den gegenwärtigen Specialfall, sondern gilt auch für den (im II. Art. 
$ 3 behandelten) allgemeinen Fall. 
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Betreffs der gegenseitigen Lage der vier Punktreihen folgt aus den 
vier Gleichungen (4*.), (4°.), (4°.), (4.), dass einerseits die den Gleichungen 
(4°.) und (4.), andererseits die den Gleichungen (4°.) und (4°.) entsprechenden 
Punktreihen je unter sich symmetrisch liegen in Beziehung auf die Flucht- 
linie u. Das Nämliche gilt für die vier Punktreihen in der Ebene S’ und 
diejenigen in der Ebene S”, jedoch in der Art, dass, wenn durch r,r,;r/ das 
gleichstimmige Tripel, durch 1,1,1, , t.X.X;, Latır, die drei ungleichstimmigen 
Tripel bezeichnet werden, rt, und x,, r, und r., r, und r;, ferner r, und r,, 
rt, und r,, x, und r, je unter sich symmetrisch sind in Beziehung auf die 
zugehörige Fluchtlinie. *) 

Schliesslich ist es noch von Interesse, die Lage derjenigen vier 
Raumgeraden zu ermitteln, deren Projeetionen die congruenten zugeord- 
neten Punktreihen vorstellen. 

Fassen wir zunächst wieder das gleichstimmige Tripel ins Auge, so 
stellt sich die zugehörige Raumgerade in Fig. 3b als Punkt X dar, in 
welchem sich die drei Strahlen Ox, O'’x', 0"x'' schneiden. Um diesen 
Punkt X ohne Vermittelung der Punkte x, ©’, x” direet zu erhalten, kann 
man folgendermassen schliessen: Verschiebt man die Gerade xx’ parallel 
mit sich selbst, so erzeugen ihre Schnittpunkte z und =’ auf S und S’ zwei 
ähnliche Punktreihen, welche aus O und O’ durch projectivische Strahlen- 
büschel projieirt werden. Da diese den Strahl 00’ entsprechend gemein 
haben, so liegen sie perspectivisch und erzeugen als Ort der Schnittpunkte 
entsprechender Strahlen eine gerade Linie, auf welcher der Punkt X liegen 
muss. Nun bilden einerseits Og,, und O'g,, andererseits OW und O'W ein 
Paar entsprechender Strahlen, daher ist Wg,, der fragliche Ort. Analoges 
gilt bezüglich der von O’x’ und O”x”, sowie der von O”z” und Ox be- 
schriebenen perspectivischen Strahlenbüschel. Es ergiebt sich somit: Die 
drei Linien Ug,., Vgu, Wgu, schneiden sich in einem und demselben Punkt, 
welcher den gesuchten Punkt X vorstellt. Oder: Der gesuchte Punkt X 





*) Es mag hier zum II. Art. $ 3 nachgetragen werden, dass dieselbe Beziehung 
hinsichtlich der gegenseitigen Lage der congruenten zugeordneten Punktreihen in jedem 
System auch für den dort behandelten allgemeinen Fall stattfindet. Für diejenigen zwei 
Punktreihen jedes Systems, deren eine dem gleichstimmigen Tripel angehört, folgt die 
symmetrische Lage leicht aus der dort angegebenen Construction. Für die zwei anderen 
Punktreiben ergiebt sich der Beweis dadurch, dass man die der Betrachtung zu Grunde 
gelegte Orientirung gemäss der Fussnote auf S. 217 so ändern kann, dass eines der zwei 
jene Punktreihen enthaltenden Tripel gleichstimmig wird. 
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fällt mit dem Aehnlichkeitspunkt der zwei ähnlichen Dreiecke UBW und 
9120290, Zusammen. 

Aehnlich ergeben sich die drei anderen Raumgeraden. Z. B. hat 
man für diejenige Raumgerade X,, welche dem oben durch r,1,r, bezeich- 
neten Punktreihentripel entspricht, in Fig. 3b gemäss den Gleichungen (1”.) 
wieder zwei ähnliche Punktreihen auf S und S’, die wir kurz als Punkt- 
reihe —x und Punktreihe z’ bezeichnen; die Punktreihe —x ist zu der 
zuvor betrachteten Punktreihe z symmetrisch in Beziehung auf den Punkt 
a, die Punktreihe x’ ist mit der früheren identisch. Die Strahlenbüschel, 
welche diese zwei Punktreihen aus O und 0’ projieiren, sind wieder per- 
speetivisch und erzeugen eine Gerade, die sich leicht als der zu®O, WO’ 
und Wg,, vierte harmonische, Wg,, zugeordnete Strahl zu erkennen giebt. 
Denn OW und O'W sind wieder entsprechende Strahlen der zwei Strahlen- 
büschel. Macht man ferner ay = ag,., so sind Oy und O'g,,, die sich in Z' 
schneiden mögen, entsprechende Strahlen. Daher ist W7 die fragliche 
Gerade. Nun sind Y%, a, Qu, © vier harmonische Punkte, folglich ist das 
sie projieirende Strahlenbüschel 0, 70'9,% harmonisch; dieses aber ist mit 
dem Strahlenbüschel ®, 7'0'9,,0 perspectivisch in Beziehung auf die Linie 0'7'; 
womit die obige Behauptung bewiesen ist. — In gleicher Weise erzeugen 
die zwei Strahlenbüschel, welche die ähnlichen Punktreihen —xz und x" 
aus O und 0” projieiren, eine gerade Linie, welche durch den zu BO, BO”, 
Bg,, vierten harmonischen, Bg., zugeordneten Strahl vorgestellt ist. Die 
die Punktreihen =’ und x” projieirenden Strahlenbüschel erzeugen wieder 
die Gerade Ug,.. Diese drei Geraden schneiden sich nun in einem Punkt, 
welcher der gesuchte Punkt X, ist. — Analoges gilt betreffs der zwei 
übrigen Raumgeraden X, und X,. Wir gelangen somit zu folgendem Resultat: 

Verbindet man in Fig. 3b die Ecken des Parallelstrahlendreiecks 
UBW mit den entsprechenden Ecken des Grunddreiecks 9,9», durch Aehn- 
lichkeitsstrahlen und construirt in jeder Ecke des Parallelstrahlendreiecks 
zu den zwei anstossenden Dreiecksseiten und dem zugehörigen Aehnlich- 
keitsstrahl den vierten harmonischen, dem Aehnlichkeitsstrahl zugeordneten 
Strahl: so schneiden sich die drei Aehnlichkeitsstrahlen, sowie immer zwei 
vierte harmonische Strahlen mit einem Aehnlichkeitsstrahl in je einem 
Punkt. Die so gewonnenen vier Punkte stellen vier Raumgerade dar, die 
sich auf die drei Ebenen $S, S’, S’" aus O0, 0', 0" mit je unter sich con- 
gruenten Punktreihen projieiren. 


25 * 
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4. 
II. Speeialfall: Die unendlich ©: Geraden sind einander zugeordnet. 

Sind die unendlich fernen Geraden der drei Systeme einander zu- 
geordnet, so müssen bei räumlich-orientirter Lage die drei Parallelebenen, 
die durch die Projeetionscentren zu den Systemebenen gelegt werden, sich 
in der nämlichen Raumgeraden schneiden, die wir mit Ü bezeichnen. Da 
somit die drei Systemebenen einer und derselben Geraden parallel sind, so 
müssen auch ihre drei Schnittlinien parallel sein. Es ist demgemäss in 
dem jetzigen Specialfall eine orientirte Lage überhaupt nicht anders möglich 
als mit parallelen Grundschnitten. 

Während bei der allgemeinen Verwandtschaft, wie auch bei dem 
zuvor betrachteten Speeialfall, nur ein einziges Tripel zugeordneter Punkte 
im Unendlichen existirt, sind im gegenwärtigen Falle unendlich viele solcher 
Tripel vorhanden. Zu irgend zwei zugeordneten unendlich fernen Punkten 
fällt der dritte zugeordnete stets ebenfalls ins Unendliche. Jedes unendlich 
ferne Punktetripel stellt bei räumlicher Orientirung die Projeetionen eines 
bestimmten Punktes der Raumgeraden U vor. Es entsprechen sich also 
nicht etwa in jedem Tripel zugeordneter Geraden die unendlich fernen 
Punkte; dies ist nur bei einem solchen Geradentripel der Fall, welches die 
Projectionen einer Raumgeraden vorstellt, die die Gerade U schneidet. Von 
einem Tripel zugeordneter Richtungen kann daher nur eine Richtung be- 
liebig angenommen werden; die zugeordneten in den zwei anderen Systemen 
sind dadurch vollständig und eindeutig bestimmt; sie ergeben sich, indem 
man im ersten System parallel zu der angenommenen Richtung die zwei 
Kernstrahlen zieht und in den zwei anderen Systemen die entsprechenden 
gegnerischen Kernstrahlen bestimmt. Insbesondere sind die Richtungen der 
drei Hauptaxen einander zugeordnet. Parallel zu jedem Tripel zugeordneter 
Richtungen existirt ein System von Tripeln zugeordneter Geraden, welche 
ähnliche zugeordnete Punktreihen enthalten. Jedes solche System stellt 
bei räumlicher Orientirung die Projecetionen eines Strahlenbündels vor, 
dessen Centrum auf der Raumgeraden U liegt. 

Die drei projectivischen Beziehungen zwischen je zwei gegnerischen 
Kernstrahlenbüscheln sind jetzt nicht mehr unabhängig von einander, viel- 
mehr ist durch zwei derselben die dritte bestimmt. Denn sind z. B. die 
zwei projectivischen Beziehungen zwischen den Kernstrahlenbüscheln g 
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und p, q und p’ gegeben, so ist zu jedem Strahl q’ des Büschels gq’ der 
entsprechende p” des Büschels p” dadurch bestimmt, dass man zu dem mit 
a’ parallelen Strahl p’ des Büschels p' den entsprechenden q des Büschels g, 
ferner zu dem mit q parallelen Strahl p des Büschels p den entsprechenden 
a’ des Büschels q”’ bestimmt und p” parallel q’ zieht. 

Hieraus folgt weiter, dass, wenn die Verwandtschaft wieder durch 
die sechs Kernpunkte und zwei Tripel zugeordneter Punkte gegeben ge- 
dacht wird, von den letzteren sechs Punkten nur fünf willkürlich sind, der 
sechste durch sie vollständig bestimmt ist. Denn sind z.B. a, a, a,b, b 
gegeben, so sind damit in den zwei gegnerischen Kernstrahlenbüscheln q 
und p’ drei Paare —, in den zwei anderen je zwei Paare entsprechender 
Strahlen bekannt. Ein drittes Paar ergiebt sich für g’ und p’, wenn man 
zu den zwei zugeordneten Richtungen g’a’ und pa die dritte zugeordnete 
Richtung in S’ bestimmt und durch g’ und p” Parallelstrahlen zu den Rieh- 
tungen in den betreffenden Ebenen zieht, — ebenso für g’ und p, wenn 
man zu den zugeordneten Richtungen p”a” und g’a’ die dritte zugeordnete 
Riehtung in S bestimmt. 

Zur Herstellung einer orientirten Lage kann die Richtung der parallelen 
Grundschnitte parallel mit jedem Tripel zugeordneter Richtungen genommen 
werden. Die Ausführung geschieht ganz wie im allgemeinen Fall (vel. 
II. Art. $ 2). 

Werden die Grundschnitte parallel den Hauptaxen gewählt, so ver- 
fährt man auf die im vorigen Paragraphen besprochene Weise. Denkt 
man sich hierbei die räumlich orientirten Systeme wieder auf eine zu den 
Grundschnitten senkrechte Ebene orthogonal projieirt, so modifieirt sich die 
Projeetionsfigur Fig. 3b in der Art, dass sich jetzt die drei durch 0, 0', 0" 
zu S, S', S’ gezogenen Parallelstrahlen in dem nämlichen Punkt U schnei- 
den, welcher die Projeetion der oben durch U bezeichneten Raumgeraden 
vorstellt. Es stehen also jetzt die drei einzelkernig-trilinearen Punktreihen, 
als welche sich die drei ebenen Systeme projieiren, in der speciellen Be- 
ziehung, die wir im IV. Art. $7 als Poncelet-Beziehung bezeichnet haben, 
und deren auf die Axenprojeetionen a, a’, a’ als Kernpunkte bezogene 
Grundrelation lautet: 


v al a'm’ a’n’ 
(3.) oE + Zu 0. 


Pr 


Hinsichtlich der congruenten zugeordneten Punktreihen zeigt der vor- 
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liegende Speecialfall eine wesentliche Besonderheit gegenüber den bezüg- 
lichen Verhältnissen bei der allgemeinen Verwandtschaft sowie beim vorigen 
Specialfall. 

Versucht man zunächst die betreffende Construction des vorigen Para- 
graphen auf den gegenwärtigen Fall anzuwenden, so fallen in Fig. 3b, da 
jetzt die Fluchtpunkte u, v’, w’ im Unendlichen liegen, auch die Punkte 
x, x, x ins Unendliche. Es existirt folglich unter dem System ähnlicher 
zugeordneter Punktreihen parallel zu den Hauptaxen kein congruentes Tripel 
im Endlichen. 

Zu dem gleichen Ergebniss führt auch der Versuch, ein Tripel con- 
gruenter Punktreihen parallel zu einem beliebigen, den Hauptaxen nicht 
parallelen, Tripel zugeordneter Richtungen zu finden mit Anwendung der 
im II. Art. $ 3 besprochenen allgemeinen Construction. Jene Construction 
bestand darin, dass man, ausgehend von einer orientirten Lage mit Grund- 
schnitten parallel zu dem betreffenden Tripel zugeordneter Richtungen, drei 
Linien r, %, t" parallel zu den Hauptaxen so zog, dass zwischen sie und 
die Hauptaxen gleiche zu den Grundschnitten parallele Strecken fielen. 
Bestimmte man dann das auf r, 8, t’ liegende Tripel zugeordneter Punkte 
c, c', c', so bildeten die durch e, c', ce’ zu den Grundschnitten gezogenen 
Parallelen die Träger dreier zugeordneten congruenten Punktreihen. — Führt 
man nun dies in dem gegenwärtigen Specialfall aus, so fallen, da jetzt die 
unendlich fernen Punkte von rt, 3, t" einander zugeordnet sind, die Punkte 
c, cC, ce’ und mit ihnen die zugeordneten congruenten Punktreihen ins Un- 
endliche. Es ist folglich parallel mit einem beliebigen Tripel zugeordneter 
Richtungen im allgemeinen ein Tripel eongruenter zugeordneter Punktreihen 
nicht vorhanden. 

Es kann indessen für ein gewisses „ausgezeichnetes“ Tripel zugeord- 
neter Richtungen, vielleicht auch für mehrere, der besondere Fall eintreten, 
dass die Linien r, $, t" für sich ein Tripel zugeordneter Geraden bilden. 
Alsdann würden die sämmtlichen auf r, 8, t" enthaltenen Tripel zugeordneter 
Punkte die Rolle der Punkte c, c’, c’ vertreten können, so dass durch jedes 
derselben ein Tripel congruenter zugeordneter Punktreihen ginge. Es würde 
also eine einfach unendliche Schaar von Tripeln congruenter Punktreihen 
parallel zu jenem Richtungstripel existiren. Es sei ausdrücklich hervor- 
gehoben, dass nicht etwa jedes Tripel zugeordneter Geraden parallel zu 
dem betreffenden Richtungstripel zu der Schaar gehört. Denn nicht jedes 
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schneidet die Linien r, 8, t’ in zugeordneten Punkten. Bei räumlicher 
Orientirung stellt die Gesammtheit jener parallelen Geradentripel die Pro- 
jeetionen eines räumlichen Strahlenbündels vor; in diesem bilden diejenigen 
Strahlen, welche die sich nach r, %, t” projieirende Raumgerade schneiden, 
ein Strahlenbüschel, und nur dieses Strahlenbüschel ist es, dessen Strahlen 
sich als Träger der congruenten zugeordneten Punktreihen projieiren. 

Es handelt sich nun darum, ein solches „ausgezeichnetes“ Tripel 
zugeordneter Richtungen, für welches das Gesagte zutrifft, zu ermitteln. 

Wir legen der Untersuchung eine orientirte Lage mit Grundschnitten 
parallel zu den Hauptaxen wie im vorigen Paragraphen zu Grunde. Fig. 4a 
zeigt diese Orientirung mit in die Ebene S” umgeklappten Ebenen S und 
S’,*) In derselben sind die Kernstrahlen parallel mit einer Anzahl belie- 
biger Tripel zugeordneter Richtungen markirt. Von den dadurch gebildeten 
sechs Kernstrahlenbüscheln sind je zwei gegnerische perspectivisch, je zwei 
in derselben Ebene liegende congruent in paralleler Lage. Angenommen 
nun, die Kernstrahlen p@,, und g9G,,, p'@,, und g’@,., p'@, und g"@,, seien 
parallel zu dem gesuchten „ausgezeichneten“ Richtungstripel: dann müssten 
nach den obigen Erörterungen, wenn man auf den Kernstrahlen p@,, g'@... 
p'@, gleiche Strecken py = g’y' =p”y" abschneidet, die durch die Punkte 
Yy; Y, Y zu den Axen gezogenen Parallelen r, $, t" ein Tripel zugeord- 
neter Geraden bilden. Denkt man sich also die räumlich orientirten Systeme 
auf eine zu den Grundschnitten senkrechte Ebene orthogonai projieirt, wobei 
sich die Geraden r, 8, t’ als Punkte r, $, t’ projieiren, so müssten diese 
letzteren der Relation (5.) genügen, das heisst, es müsste sein: 

ad am a’m”’ 
(9) ara gen. 

Hier bedeuten (vgl. IV. Art. $ 7) (, m’, n” drei Punkte, von denen n’ auf 
der Punktreihe S” beliebig gewählt werden kann, m’ auf S’ den Punkten 
x und n”’ —, [ auf S den Punkten &’ und n” zugeordnet ist. Fasst man 
also die Punkte I[, m’, n” der Projectionsfigur als die Projeetionen von drei 
zu den Hauptaxen parallelen Geraden [, m’, n’ der ebenen Systeme S, S’, S” 
auf, so kann von diesen Geraden n” beliebig gewählt werden, m’ ist der 
unendlich fernen Geraden von S und der Geraden n’ zugeordnet, [ der un- 
endlich fernen Geraden von S’ und der Geraden rn”. Hiernach können 








*) Dass in Fig. 4a abweichend von der seitherigen Gepflogenheit das System $’ 
in die Mitte gelegt wurde, geschah im Interesse einer übersichtlicheren Gestaltung der Figur. 
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(, m’, m” in Fig. 4a leicht eingezeichnet werden.*) Ihre Schnittpunkte mit 
den Kernstrahlen p@,., g’@, p'@,, seien A, w«, v'. Die in Gleichung (6.) 
enthaltenen sechs Strecken, welche zunächst Punktabstände in der Projec- 
tionsfigur bedeuten, stellen sich jetzt in Fig. 4a dar als die senkrechten 
Entfernungen der Hauptaxen a, a’, a’ von den ihnen parallelen Linien [, 
m, m und r, 8, f'. Nun sind aber die in Gleichung (6.) auftretenden drei 


m.,'! 


Verhältnisse dieser Entfernungen bzw. gleich . = 1. = : on - Folglich 
redueirt sich, weil py =gqy' =py" ist, Gleichung (6.) auf: 
(7.) pı+qgwW—p'v' =. 

Zur weiteren Verwerthung dieser Gleichung bemerken wir, dass das Strahlen- 
büschel p projectivisch ist zu den zwei perspectivisch liegenden Büscheln 
q und p”, also mit diesen ebenfalls in perspectivische Lage gebracht werden 
kann. Führt man dies aus, so erhält man die Combination der drei Büschel 
mit ihren Schnittgeraden I, m’, n, wie sie Fig. 4b zeigt; in ihr ist die 
seitherige Buchstabenbezeichnung 9, und @, kurz durch g und @ ersetzt. 
Wird nun das Verhältniss der Entfernungen des Punktes p von den Geraden 
{ und g in Fig. 4b durch e, und die entsprechenden Entfernungsverhältnisse 
der Punkte g’ und p” durch e und e’ bezeichnet, so ist: pA = e.pG, u. 8. f. 
Man erhält also aus Gleichung (7.): 


epGa +..gG—e. pa = (0, 





! 


oder, wenn Zr =o_, Sr = o' gesetzt wird: 
ae 
(8.) 0 p'G +0 p'G m 1. 


Die Aufgabe, ein „ausgezeichnetes“ Tripel zugeordneter Richtungen 
zu ermitteln, redueirt sich demgemäss auf die Aufgabe: Auf einer gegebenen 
Geraden g einen Punkt @ so zu bestimmen, dass zwischen seinen Entfer- 


nungen von drei gegebenen Punkten p, q’, p’ die durch Gleichung (8.) 
ausgedrückte Beziehung besteht, wo die Coeffieienten og und g' zwei gegebene 
Verhältnisswerthe bedeuten. 


*) Die betreffende Construction ist in der (zwar anders gestalteten, aber hinsichtlich 
der in Betracht kommenden Verhältnisse mit Fig. 4a gleichgearteten) Fig. 5 eingezeichnet: 
Punkt n’’ ist beliebig gewählt, dann m’ als dritter zugeordneter Punkt zu n’’ und dem 
ihm zugeordneten unendlich fernen Punkt von S bestimmt, ebenso ! als dritter zugeord- 
neter zu n’ und dem ihm zugeordneten unendlich fernen Punkt von S$'. 
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Dies ist eine Aufgabe vierten Grades. Denn zerlegt man Gleichung 
(8.) in die drei Gleichungen: 


G 
(a.) SG ” u 
sn: 
(b.) Pe u, 
(c.) ou+ou = 1, 


so hat man für diese die folgende geometrische Interpretation: 

Der geometrische Ort eines Punktes X, dessen Entfernungen von 
zwei festen Punkten p und p” ein gegebenes Verhältniss x haben, ist ein 
Kreis über einem Durchmesser, dessen Endpunkte die Strecke pp” im Ver- 
hältniss « harmonisch theilen. Die Gesammtheit dieser Kreise für ein ver- 
änderliches # bildet ein Kreisbüschel, welches die gerade Linie g nach 
einem involutorischen Punktsystem schneidet. Durch die Gleichung (a.) 
ist also auf g eine Involution Ü bestimmt. Ebenso bestimmt die Gleichung 
(b.) eine zweite Involution Ü auf g. Diese zwei Involutionen sind nun 
durch Gleichung (e.) eindeutig auf einander bezogen. Zwei solche eindeutig 
auf einander bezogene Involutionen auf dem nämlichen Träger besitzen vier 
Doppelpunkte, von denen entweder alle vier reell sind oder zwei oder keiner. 
Jeder dieser Doppelpunkte genügt als Punkt @ der Gleichung (8.) und 
bestimmt also ein „ausgezeichnetes“ Tripel zugeordneter Richtungen. Wir 
gelangen somit zu folgendem Resultat: 

In drei projectiv-trilinearen ebenen Systemen, deren unendlich ferne 
Geraden einander zugeordnet sind, sind im allgemeinen vier ausgezeichnete 
Tripel zugeordneter Richtungen vorhanden, parallel zu welchen vier Schaaren 
von Tripeln eongruenter zugeordneter Punktreihen existiren. 

Was die praktische Construction der vier Doppelpunkte anlangt. so 
geschieht diese in bekannter Weise dadurch, dass man die zwei Involutionen 
U und U’ auf einen Kegelschnitt, z. B. einen Kreis überträgt*). Man be- 
stimmt zunächst auf g für drei beliebige Werthe von » die Punktepaare 
Az, Yy, Zz der Involution U, desgleichen für die entsprechenden Werthe 
von « die Punktepaare X'r', Y'y', Z’s' der Involution U’, und projieirt diese 
Punkte aus einem beliebigen Punkt O auf eine beliebig durch O gelegte 
Kreislinie nach £,&, H,n, Z,L, 2,8, us. f; dann 


"> »m,—.>5 >. 


schneiden sich die 





*) Vgl. Chasles, Construction des racines des equations du troisieme et du quatrieme 
degre. Journal de Mathematiques, Tome XX (1855), pag. 329. 
Journal für Mathematik Bd. CXI. Heft 3. 29 
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Sehnen 55, Hn, ZZ im Involutionscentrum C, desgleichen die Sehnen 2’, 
Hrn, Z'& im Involutionsecentrum C’. Da nun die zwei Strahlenbüschel € 
und © eindeutig auf einander bezogen sind, so bestimmen, wenn sich Z: 
und Z’&’ in &, An und H'n' in, ZE und Z’E in 3 schneiden, die fünf 
Punkte &, 9, 8, C, C’ einen Kegelschnitt, weleher die Kreislinie in vier 
Punkten 7’ schneidet, die aus O auf g projieirt die vier Doppelpunkte G 
liefern. 


2. 
Il. Specialfall: Je zwei gegnerische Kernstrahlenbüschel sind congruent bei zugeordneten unendlich 
fernen Geraden. 


Ein wichtiger Unterfall des letztbesprochenen Speeialfalles entsteht 
durch das Hinzutreten der Besonderheit, dass je zwei gegnerische Kern- 
strahlenbüschel eongruent sind. — Die Congruenz der Kernstrahlenbüschel 
allein schliesst die Bedingung, dass die unendlich fernen Geraden der drei 
Systeme einander zugeordnet seien, nicht nothwendig in sich. Die bezüglichen 
Verhältnisse werden nachher zur Erörterung gelangen. Zunächst gehen wir 
von der Sachlage aus, wie sie in der vorher betrachteten Fig. 4a obwaltet, 
und fügen hierzu noch die weitere Bedingung der Congruenz je zweier 
gegnerischen Kernstrahlenbüschel. Fig. 4a modificirt sich dann in der Weise, 
wie Fig. 5 zeigt: Die gegnerischen Kernpunkte g’ und p’ kommen symmetrisch 
zum Grundsehnitt 9, zu liegen, ebenso q’ und p symmetrisch zu g.; da- 
gegen liegen qg und p’ auf der nämlichen Seite des zugehörigen Grund- 
schnitts g,, in gleichen Abständen, so dass die Strahlenbüschel g und p 
sich in paralleler Lage befinden. 

Man erkennt jedoch leicht, dass es unter solehen Umständen nicht 
mehr möglich ist, die drei Systeme in räumlich-orientirte Lage mit Grund- 
schnitten parallel zu den Hauptaxen zu bringen. Denn Fig. 5 zeigt, dass 
die congruenten Schnittpunktreihen, welche die Büschel g und p’ auf g,. 
und g,, erzeugen, nur dann in gleicher Höhe liegen können, wenn zwischen 
den Kernstrecken die Beziehung besteht: pg+p’'g’+p"g’=0. Aber auch 
wenn dies zutrifft, ist die Ueberführung in räumlich-orientirte Lage nicht 
möglich, weil, wie aus Fig. 5 unschwer zu erkennen ist, der Abstand der 
zwei in S” liegenden Grundschnitte gleich der Summe der Grundschnitt- 
Abstände in S und $° ist. 

Ganz dieselben Schwierigkeiten ergeben sich bei dem Versuche der 
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räumlichen Orientirung mit Grundschnitten parallel zu irgend einem anderen 
Tripel zugeordneter Richtungen. 

Nur bei demjenigen Richtungstripel, welches senkrecht zu den Haupt- 
aren ist, fallen diese Misstände weg und ist eine räumliche Orientirung 
möglich unter der Bedingung, dass die Summe zweier Kernstrecken nicht 
gleich oder kleiner als die dritte ist. Fig. 6*) zeigt diese Orientirung mit 
in die Ebene S’ umgeklappten Ebenen S’ und S. Sie ergiebt sich, indem 
man einfach die drei Systeme so neben einander legt, dass die drei Haupt- 
axen in die nämliche Gerade fallen; die Linien q,, und g,, werden in gleichen 
und gleichsinnigen Abständen von q und p’ markirt. Die Anordnung der 
drei Paare von gegnerischen Kernstrahlenbüscheln ist die nämliche wie in 
Fig.5: Die zwei Büschel g’ und p”, desgleichen q’ und p liegen symmetrisch 
zu ihren bezüglichen Grundsehnitten; dagegen befinden sich die Büschel q 
und p’ in paralleler Lage. 

Wäre die Summe zweier Kernstrecken gleich oder kleiner als die 
dritte, so würde das Nämliche hinsichtlich der entsprechenden Grund- 
schnitt-Abstände der Fall sein, wodurch die räumliche Orientirung unmög- 
lich würde. 

Drei Systeme von der besprochenen Beschaffenheit können aber nun 
stets auch noch in andersartige räumliche Orientirung gebracht werden, näm- 
lieh in solehe, bei welcher die drei Systemebenen parallel sind, und zwar 
gilt dies ohne jegliche Beschränkung hinsichtlich der Grössen der drei Kern- 
strecken. Dreht man nämlich in Fig. 6 die Systemebene S” um eine zu 
ihrer Hauptaxe senkrechte Linie um 180”, so dass ihre vorherige Hinter- 
seite zur Vorderseite wird, so kommen dadurch alle drei Paare gegnerischer 
Kernstrahlenbüschel je unter sich in parallele Lage. Trennt man dann die 
drei Systemebenen durch Parallelverrückung im Raum, so sind sie in jeder 
parallelen Lage, für welche die drei Hauptaxen in der nämlichen Ebene 
liegen, räumlich orientirt; die drei Verbindungslinien je zweier gegnerischen 
Kernpunkte schneiden sich in den drei Projectionscentren. — Denkt man 
sich die also orientirten Systeme auf eine zu den Hauptaxen senkrechte 
Ebene orthogonal projieirt, wie es in den vorangehenden Paragraphen stets 
geschehen ist, so projieiren sie sich als drei in der Poncelet- Beziehung 





*) In Fig. 5 sind die Kernstrecken übereinstimmend mit Fig. 4a angenommen, es 


m. 


ist hier: pg+p’'g’<p'q". Daher ist in Fig. 6 die Kernstrecke pq grösser 
als in Fig. 5. 


genommen 


2y* 
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stehende einzelkernig-trilineare Punktreihen in paralleler Lage, wie sie im 
IV. Art. $7 und 8 betrachtet worden sind. 

In einer und derselben Ebene befinden sich die drei Systeme orientirt, 
sobald sie so liegen, dass je zwei gegnerische Kernstrahlenbüschel parallel 
sind. Die einfachste derartige Lage ist diejenige, wo die Hauptaxen auf 
einander liegen, und von den zwei Kernpunkten eines Systems jeder mit 
seinem gegnerischen zusammenfällt, so dass sich die betreffenden Paare von 
gegnerischen Kernstrahlenbüscheln beiderseits decken. In Fig. 7*), welche 
diese Lage verbildlicht, fällt p’ mit g’, und q’ mit p zusammen. Zu zwei 
zugeordneten Punkten « und x’, die auf parallelen Strahlen durch g und p' 
liegen, ergiebt sich der dritte zugeordnete Punkt x’ durch den Schnitt der 
von den Vereinigungspunkten (g’, p) und (g’, p") nach x und x’ gezogenen 
Strahlen. Von den drei Projectionscentren ist O0" beliebig, O fällt mit 
(g', p) —, 0° mit (g’, p’) zusammen. 

Tritt der besondere Fall ein, dass 

(9.) pg+pgq+p'g = 0 

ist, so fällt auch noch das dritte Kernpunktepaar (g, p‘) zusammen, und 
Fig. 7 redueirt sich zur Figur des Menelaos-Satzes (Fig. 8). Als Projeetions- 
centren können die Schnittpunkte irgend dreier durch die drei Doppelkern- 
punkte gezogenen geraden Linien dienen. Zieht man von ihnen Strahlen 
nach z, x, x, welche sich in dem nämlichen Punkte X schneiden, so ent- 
steht die Figur des Desarguesschen Satzes. Die drei Projectionscentren 
können ebensowohl in der Systemebene selbst, als in einer beliebigen Ebene 
durch die Hauptaxenlinie liegen. In dem durch Gleichung (9.) gekennzeich- 
neten Falle können demgemäss die drei Systeme angesehen werden als die 
Projeetionen eines räumlichen Systems auf die nämliche Projectionsebene 
von drei verschiedenen Projectionscentren aus, wie dies bereits im Ill. Aıt., 
$ 9 erwähnt worden ist. 

Es sei noch hervorgehoben, dass jede andere Form der doppel- 
kernigen projeetiv-trilinearen Verwandtschaft zwischen drei ebenen Systemen 
auf die letztbesprochene einfachste Form zurückgeführt oder aus ihr abge- 
leitet werden kann mittels collinearer Transformation der einzelnen Systeme. 
Denn jede der zwei Verwandtschaftsformen ist bestimmt durch die sechs 
Kernpunkte und irgend zwei 'Tripel zugeordneter Punkte, also dadurch, 


*) In Fig. 7 sind die Kernstrecken wieder übereinstimmend mıt Fig. 5 angenommen. 
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dass von jedem System vier Grundpunkte gegeben sind, von denen keine 
drei in gerader Linie liegen. Welche Beziehungen nun auch immer zwischen 
den dreimal vier Grundpunkten in jeder Verwandtschaft obwalten mögen, 
so können stets die vier Grundpunkte jedes Systems der eines Verwandt- 
schaft den vier Grundpunkten des entsprechenden Systems der anderen Ver- 
wandtschaft collinear zugeordnet werden, wodurch die collineare Beziehung 
zwischen beiden Systemen bestimmt ist”). 

Betrefis der Bedingungen, durch welche der im gegenwärtigen Para- 
graphen behandelte Speeialfall definirt ist, ist noch Folgendes zu bemerken: 

Wir sind von der Voraussetzung ausgegangen, die drei Paare von 
gegnerischen Kernstrahlenbüscheln seien so beschaffen, dass, wenn die drei 
Systeme mit in die nämliche Gerade fallenden Hauptaxen in eine Ebene 
selegt werden, zwei Büschelpaare je unter sich symmetrisch liegen, das 
dritte Paar sich in paralleler Lage befinde, oder — was dann immer eben- 
falls möglich ist — dass alle drei Büschelpaare je unter sich parallel seien. 
Wenn diese Voraussetzung zutrifft, und nur dann schliesst die Bedingung 
der Congruenz je zweier gegnerischen Kernstrahlenbüschel die Zuordnung 
der unendlich fernen Geraden der drei Systeme in sich, und nur dann findet 
die Möglichkeit der Orientirung mit parallelen Systemebenen statt. Dies 
ist jedoch nicht mehr der Fall, wenn die Verhältnisse derart sind, dass 
alle drei Büschelpaare je unter sich symmetrisch liegen, oder dass ein Paar 


*) In gleicher Weise kann auch jede beliebige Form der doppelkernigen sectiv- 
irilinearen Verwandtschaft durch collineare Transformation auf eine gewisse einfachste 
Form zurückgeführt werden, welche das dualistische Gegenstück zu der oben behandelten 
einfachsten Form der projectiv-trilinearen Verwandtschaft bildet. — Dem in diesem 
Paragraphen betrachteten Specialfall der projectiv-trilinearen Verwandschaft entspricht 
zunächst diejenige besondere Form der sectiv-trilinearen Verwandtschaft, bei welcher je 
zwei gegnerische Kernpunktreihen congruent sind und die drei Systemebenen im Raume so 
gelegt werden können, dass je zwei gegnerische Kernpunktreihen sich decken. Es ist 
dies dieselbe Specialform, die bereits in $ 2 (letzter Absatz) erwähnt wurde. Denn es 
können in jener Lage irgend drei zugeordnete Geraden als die Spurgeraden einer variablen 
Ebene aufgefasst werden. In dem besonderen Falle nun, wo die Summe der von den 
Kerngeraden jedes Systems gebildeten Winkel = 360° ist, können die drei Systeme mit 
sich deckenden gegnerischen Kernpunktreihen in eine und dieselbe Ebene gelegt werden. 
Man hat also dann drei von einem Punkt ausgehende Geraden mit der Bestimmung, 
dass die Verbindungslinien irgend dreier Punkte derselben einander zugeordnet sind. 
Diese einfachste Form der seetiv-trilinearen Verwandtschaft ist reciprok zu der durch Fig. 8 
illustrirten einfachsten Form der projectiv-trilinearen Verwandtschaft. 
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in symmetrischer, zwei Paare in paralleler Lage sind. Findet die eine Lage 
statt, so kann immer auch die andere hergestellt werden mittels Drehung 
eines Systems um 180° um eine zu seiner Hauptaxe senkrechte Linie. 
Unter diesen Umständen liegt eine andere Verwandtschaftsform vor, welche 
dem durch die Bedingung: Charakteristik C=-1 definirten Specialfall 
untergeordnet ist.*) 

Als bemerkenswerthe Eigenschaft jeder trilinearen Verwandtschaft 
mit eongruenten gegnerischen Kernstrahlenbüscheln ist hervorzuheben, dass 
die Grundrelation, welche die trilineare Beziehung der Punkte auf den drei 
Hauptaxen ausdrückt, nicht bloss für die Punkte der Hauptaxen gilt, sondern 
überhaupt für jedes beliebige Tripel zugeordneter Punkte. Im vorliegenden 


Falle findet also, wie sich am einfachsten aus Fig. 7 ablesen lässt, für 
jedes Punktetripel die Relation statt: 


rt nn. 
(10.) Keil ER N A 


Fr 


z2qg ©q «q 
(In dem durch Fig. 8 illustrirten ganz speciellen Falle hat man den einfachen 
Meneluos - Satz.) 

Damit hängt noch eine weitere Eigenthümlichkeit des gegenwärtigen 
Specialfalles zusammen. Es stehen nämlich sämmtliche Tripel zugeordneter 
Strahlenbüschel in der Menelaos-Beziehung (vgl. IV. Art. $ 6), bezw., wenn 
die Centren auf den Hauptaxen liegen, in der Poncelet- Beziehung (vgl. 
IV. Art. $9). Denn haben die Centren a, a’, a’ der drei Strahlenbüschel 
eine allgemeine Lage (vgl. Fig. 6), und halbirt man in zwei Büscheln 
die Kernwinkel, im dritten den Kern-Nebenwinkel,. so schneiden die drei 
Halbirungslinien die Hauptaxen in drei zugeordneten Punkten; denn ihr 
'Tripelverhältniss ist gemäss dem vorerwähnten Satze =—1. Hieraus aber 
folgt, dass die drei Winkelhalbirenden einander zugeordnet sind, das heisst, 
dass die trilineare Beziehung der drei Strahlenbüschel menelaisch ist**). — 





*) Eine besondere Betrachtung dieses Specialfalles wird unterlassen, da er wenig 
Eigenartiges darbietet. 

**) Eine im ersten Augenblick überraschende Erscheinung bietet der durch Gleichung 
(9.) gekennzeichnete besondere Fall bei der in Fig. 8 dargestellten orientirten Lage. 
Sind nämlich dort x, x’, x" die Centren der drei Strahlenbüschel, und sind y, y’, y" 
irgend drei andere zugeordnete Punkte, so stellen zy, x’y', xy’ drei zugeordnete Strahlen 
der drei Büschel vor. Da nun die Schnittpunkte je zweier entsprechenden Seiten der 
Dreiecke zr'z" und yy'y'' in gerader Linie liegen, so müssen die Verbindungslinien je 
zweier entsprechenden Ecken, das heisst die drei zugeordneten Strahlen =y, z’y', «'y" 
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Liegen die drei Centren auf den drei Hauptaxen, so sind die Strahlenbüschel 
einzelkernig-trilinear. Da aber die zu den Hauptaxen senkrechten Rich- 
tungen einander zugeordnet sind, so bilden in den drei Büscheln die zu den 
Kernstrahlen rechtwinkligen Strahlen ein zugeordnetes Tripel, die Büschel 
stehen also in der Poncelet-Beziehung (vgl. IV. Art. $ 9). 

Was schliesslich die congruenten zugeordneten Punktreihen anlangt, 
so ist hierfür wieder die Bedingungsgleichung (7.) des vorigen Paragraphen 
bestimmend. Nun sind in der für den gegenwärtigen Sonderfall massgeben- 
den Fig. 5 die Dreiecke pgl, p'q’m', p'q'n' ähnlich. Daher sind die Strecken 
pl, pm’, q’n, welche parallel mit einem ganz beliebigen Tripel zugeord- 
neter Richtungen gezogen worden sind, den drei Kernstrecken pg, p'gq, p'q' 
proportionirt. Hieraus aber folgt, dass, wenn für irgend ein Tripel zuge- 
ordneter Richtungen die mit Gleichung (7.) übereinstimmende Beziehung 

pl+pm—gq'n = 0 
stattfindet, die analoge Beziehung auch für die drei Kernstrecken erfüllt 
sein muss, dann aber auch für jedes andere Tripel zugeordneter Richtungen 
erfüllt ist. Für die drei Kernstrecken lautet die analoge Beziehung: 
pg+pg—gp = | 
oder: 
(9.) pga+tpga+rg = N. 
Wir gelangen somit zu dem Ergebniss: 

In dem gegenwärtigen Specialfalle existiren im allgemeinen keine con- 
gruenten zugeordneten Punktreihen, ausgenommen in dem besonderen Falle, 
wo eine Kernstrecke gleich der Summe der zwei anderen ist. In diesem 
Falle aber stellt jedes Tripel zugeordneter Richtungen ein „ausgezeichnetes“ 
Tripel vor, parallel zu welchem es eine Schaar von Tripeln congruenter 
sich in einem Punkte schneiden. Es scheint demnach, die drei Strahlenbüschel ständen 
nicht in der Menelaos-Beziehung, sondern in der Ceva-Beziehung, — ihre Charakteristik 
hätte nicht den Werth —1, sondern +1. Dieser Schluss wäre jedoch nur dann richtig, 
wenn in jedem Büschel die positiven Richtungen der Kernstrahlen nach den zwei anderen 
Centren zielen würden (vgl. IV. Art. $ 6, 4. Abs.), was hier nicht der Fall ist, da im 
Centrum =’ nicht z’x’ und z’zx, sondern z’p’' und z’’g’' die positiven Richtungen der 
Kernstrahlen vorstellen. So kommt es, dass zwar die drei Winkelhalbirenden des Drei- 
ecks zr’x'" ein Tripel zugeordneter Strahlen bilden, dass aber die Winkelhalbirende des 
Dreieckswinkels =’’ nicht identisch ist mit der Halbirungslinie des Kernwinkels &’, son- 
dern mit derjenigen des Kern-Nebenwinkels. Da diese mit den Halbirungslinien der 
Kernwinkel der zwei anderen Büschel ein Tripel zugeordneter Strahlen bildet, so ist die 
Charakteristik = —1. 
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zugeordneter Punktreihen giebt, so dass also unendlich viele solcher Schaaren 
vorhanden sind. 


Dieses Resultat erhält seine weitere Erläuterung durch folgende 
Betrachtung: 

Wir denken uns die drei Systeme in räumlicher Orientirung mit 
parallelen Systemebenen und zeichnen in Fig. 9 das in der Ebene der drei 
Hauptaxen a, a’, a liegende Gebilde mit den drei Projectionscentren O, 0', 0". 
Nehmen wir nun an, die Bedingung (9.) sei erfüllt, so müssen die durch 
p und g’ zu 00° und O’0' gezogenen Parallelen sich in einem Punkt z 
der Linie a’ schneiden. Wird daher die Linie 00" von a’ in zn’, und von 
der durch 0° zu den Hauptaxen gezogenen Parallelen in &' geschnitten, so 
folgt aus der Aehnlichkeit der zwei Dreiecke 00'0" und pz'q’, dass die 
Punktreihen O0 0” und pr’g” ähnlich sind. Denkt man sich also durch 
die drei Projeetionscentren zu den Projectionsebenen Parallelebenen gelegt, 
se sind deren gegenseitige Abstände proportionirt den entsprechenden Ab- 
ständen der drei Projeetionsebenen. Nun besitzen die zwei ähnlichen Punkt- 
reihen Ow 0” und pa’g” einen im Endlichen liegenden Doppelpunkt d, 
welcher die Eigenschaft hat, dass seine Entfernungen von je zwei ent- 
sprechenden Punkten das nämliche Verhältniss haben: 


0 dw’ 00" 


rer ae" "Bi | 
Legt man daher durch d eine Ebene D parallel zu den drei Projections- 
ebenen, so theilt diese die Abstände der Projeetionscentren von ihren zu- 
gehörigen Projectionsebenen im nämlichen Verhältniss. Hieraus aber folgt, 
dass die Projeetionen des ebenen Systems D auf alle drei Projectionsebenen 
unter sich congruent sind, dass also jede beliebige in D liegende Punktreihe 
drei unter sich congruente Projecetionen besitzt. 

Umgekehrt ist einleuchtend, dass eine Raumgerade sich auf drei 
parallele Projeetionsebenen nur dann mit congruenten Punktreihen projieiren 
kann, wenn sie in einer zu ihnen parallelen Ebene liegt, welche die Ab- 
stände der Projecetionscentren von den zugehörigen Projeetionsebenen im 
nämlichen Verhältniss theilt. Letzteres aber ist nur möglich, wenn die Ab- 
stände zwischen den durch die Projeetionscentren gelegten Parallelebenen 
und die Abstände zwischen den zugehörigen Projectionsebenen proportionirt 


sind, was hinwiederum nur möglich ist, wenn die Kernstrecken der Be- 
dingungsgleichung (9.) genügen. 
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Schlussbemerkung. 


In den zwei zuletzt betrachteten Speeialfällen war eine dreifach 
unendliche Zahl von Tripeln zugeordneter Geraden vorhanden, deren un- 
endlich ferne Punkte einander zugeordnet sind. Ein weiterer Schritt in 
der Speeialisirung wäre nun die Bestimmung, dass in jedem Geradentripel 
die unendlich fernen Punkte einander zugeordnet sein sollen. Dies ist nur 
möglich, wenn die Kernpunkte ins Unendliche fallen, was dann weiter zur 
Folge hat, dass bei räumlich-orientirter Lage auch die Projeetionscentren 
ins Unendliche fallen. Es handelt sich also um diejenige Verwandtschafts- 
form, welche zwischen drei Parallelprojectionen eines räumlichen Systems 
besteht. Dieser „parallelprojeectiv-trilinearen Verwandtschaft“ wird der nächste 
Artikel gewidmet sein. 
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Zur ,;Theorie der Gaussschen Summen und der 


linearen Transformation der Thetafunctionen. 
(Von Herrn Georg Landsberg.) 





Die vollständige Werthbestimmung der Gaussschen Summen ward 
ziemlich gleichzeitig von Dirichlet”) und Cauchy**) mit Hülfe von Betrach- 
tungen gewonnen, welche auf ganz anderer Grundlage wie die Ausführungen 
der ‚„„Summatio quarundam serierum‘‘ ruhten, und welche der erstere aus der 
Theorie ‚der Fowrierschen Reihen, der letztere aus der linearen Transfor- 
mation der T'hetafunctionen geschöpft hatte. Dass diese beiden anscheinend 
verschiedenen Methoden doch ihrem wesentlichen Inhalte nach identisch 
sind, ward von Kronecker im Jahre 1880 nachgewiesen***), Auf den fol- 
senden Seiten soll zunächst eine andere Methode dargelegt werden, durch 
welche in einfacher Weise die fundamentalen Reeiproeitätsbeziehungen so- 
wohl zwischen Thetafuncetionen wie zwischen Gaussschen Summen her- 
geleitet werden können. Dieses Verfahren ist demjenigen verwandt, welches 
Kronecker zur Werthbestimmung einer specielleren Gaussschen Summe an- 
gewendet hatf), unterscheidet sich aber von diesem in einem wesentlichen 
Punkte, der an der einschlägigen Stelle seine genauere Erörterung findet. 
Den letzten Theil der Arbeit bildet die Untersuchung jener achten Einheits- 
wurzel, welche eine eigenthümliche Schwierigkeit bei vollständiger Durch- 
führung der allgemeinen linearen Transformation bildetff). Die zur Be- 


*) @. Lejeune Dirichleis Werke, Bd. I, S. 237—270, S. 474—479. 

**) Liouvilles Journal, Bd. V, S. 154—168. 

***) Berliner Monatsberichte vom 29. Juli 1880 (S. 686—698) und vom 28. Oct. 1580 
(S. 854— 860). Vgl. auch Festschrift, herausgegeben von der Mathem. Gesellschaft in 
Hamburg, 1890, Th. II, S. 32—36. 

.T) Dieses Journal, Bd. 105, S. 267f. und S. 345—354. 

rt) Man vergleiche insbesondere die Darstellungen von: Hermite, Liouvilles Journal, 
Ser. II, Bd. III, S. 26—37. — Königsberger, elliptische Functionen, 1874, Th. II, 24. Vor- 
lesung. — Weber, elliptische Functionen und algebraische Zahlen, 1891, $ 33. 
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stimmung erforderlichen Mittel werden, ohne dass eine Unterscheidung be- 
sonderer Fälle nothwendig wäre, ausschliesslich dem Euklidischen Theiler- 
verfahren entnommen; da das Legendre-Jacobische Symbol, welches in den 
bisherigen Darstellungen einen Factor jener Einheitswurzel bildet, ebenfalls 
durch einen solchen Algorithmus gewonnen wird, so scheint das hier ein- 
geschlagene Verfahren auch bei wirklicher Durchführung der Rechnung 
den Vorzug zu verdienen. 


I. 


Die Haupttransformation, durch welche die Beziehung zwischen zwei 
Thetafunetionen angegeben wird, deren zweite Argumente, vom Vorzeichen 
abgesehen, zu einander in reciprokem Verhältnisse stehen, ergiebt sich fast 
unmittelbar, sobald man die T'hetafunetion in Form eines bestimmten Inte- 
grales von nachstehender Gestalt zu Grunde legt. 

Wir wählen zu diesem Zwecke die Function: 


n——+ 7% 


(1.) 9,(£, T) on P> erier+2nd), 


n—— a 


in dem Gliede unter dem Summenzeichen ersetzen wir den Summationsbuch- 
staben » durch eine neue complexe Variable w und dividiren die so ent- 
stehende Funetion e”“"+”*> durch eine Function von w, welche für ganz- 
zahlige Werthe der Variablen und nur für diese verschwindet, nämlich durch 
(e””—1). Integrirt man nämlich die so erhaltene Funetion: 


erilw’t+2w/) 





e? niw__ 1 


in hinreichend kleinem Kreise um den Punkt @=n herum, so ergiebt sich 
nach dem Cauchyschen Satze dasjenige Glied der Summe (1.), welches den 
Index » hat, und folglich erhält man die 9,-Funetion, wenn man jene 
Funetion in positiver Richtung über die Begrenzung eines Flächenstückes 
integrirt, welches nach und nach die sämmtlichen ganzzahligen Punkte der 
Abseissenaxe einschliesst. Als solches Flächenstück wählen wir am ein- 
fachsten ein Rechteck ® von folgender Gestalt: die Seiten laufen den Coor- 
dinatenaxen parallel, und zwar haben die Parallelen zur Abseissenaxe die 
Gleichungen y=+b und y=--b, die Parallelen zur Ördinatenaxe die 
Gleichungen = +(N +2) und 2=—(N+4), wobei 5 eine beliebige, für 
die ganze Dauer der Untersuchung festbleibende positive Grösse bedeutet, 
30* 
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während N eine ganze, unbegrenzt wachsende Zahl ist. Dann haben wir 
die Darstellung: 


; i eri(w?ı +2u0{) dio 
(2.) 9,6%, 2) = lim /, -. 
N=x 4 B 


e’riw__] 





‘s lässt sich nun zunächst leicht zeigen, dass die beiden Integralbestand- 
theile, welche von den Parallelen zur Ordinatenaxe herrühren, für wachsen- 
des N beliebig klein werden. Denn wir haben für diese beiden Integrale: 


vw = +{N+3)Hiy, 
wobei y von —b bis +5 varürt, und daher ist der Nenner: 
erriu_] om —(e”’+1) 


von N ganz unabhängig. Um ferner den absoluten Betrag des Zählers zu 
ermitteln, setzen wir mit Trennung der reellen und imaginären Bestandtheile: 


T= T, +iT,, C = &,-+id,, 
dann haben wir: 


e 7 i(wr-+2w{) — er EHI HEN EHEN EHI) 
2 


wobei die unteren oder oberen Zeichen zusammengehören; folglich ist: 


| erw +2ud)| Pr. er?) , ee lN +’ EUrYy+ IN HB) 


)° C, \2 
nn (zy-atıy+ w+il") ar, (X+ 14 zw+s)) 
Ta e : 


Bezeichnet man also den kleinsten Werth, den eg Au auf dem Inte- 
2 
grationswege annimmt, mit c, so findet man, dass jedes der beiden Integrale 


dem absoluten Betrage nach kleiner ist als: 


> T9+ 0)? 
—TH Gr ee 


e-TTalN+0) or e Ta dy 
e-?ny +1 ? 


—b 





und da, wie bekannt, 7, jederzeit eine positive Grösse ist, so convergiren 
die Integrale in der That für wachsendes N gegen Null. 

Hiernach bleiben nur die Integralbestandtheile, welche von den 
Parallelen zur Abseissenaxe herrühren, übrig, und man erhält die Darstellung: 








z=+2 enilwr+2wl)dın z=+n erilw’T+2wL) do 
(3.) 3; (&, ’) = S eriw _1 RL eu 
z=—n z=—n 
(w= —ib+r) (w= +ib+x) 


Entwickelt man jetzt den Integranden in eine geometrische Reihe, so hat 
man, da der absolute Betrag von e’"” im ersten Integrale grösser, im 
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zweiten kleiner als Eins ist, in jenem die Reihenentwickelung: 





1 nn 
Pi "u ze” \ Ge...) 
in diesem die Entwickelung: 
1 ı „!hrriw 
erriw__] u .e Rn 1 2% 3, ;,.), 
anzuwenden, wodurch sich ergiebt: 
C ER nilr+2wL el rt El +20l 2. 
I;(6, T) = [ erw +2w.) Jo > erh iu 4 [ ei oT 2) 55 ih 23 
nn h=—1 ha © u 
(w= —ib+r) (w= +ib+r) 


Kehrt man in diesen Integralen die Reihenfolge der Summation und Inte- 
gration um, so erhält man nach leichter Umformung: 


. (£+n)? z=+2 C+n \? 
h=—0 „ni —— E nit\ w4 ) 
9,(6, T) . =, e , } dw e 8 2 
fa =—n w— —ib+r 
h=xn m +? 2 oe / ? EH ) 
+23e Bi al an ‚78: 


h=1) =—% CE h»+r) 


Alle die hier auftretenden Integrale sind von der Form: 


wenn dieses Integral der Reihe nach über die sämmtlichen Geraden einer 
Schaar von Parallelen zur Abscissenaxe erstreckt wird. Man beweist aber 
mit denselben Mitteln, wie sie vorher in Anwendung gekommen sind, dass 
die Integrale den Werth nicht ändern, wenn sie anstatt über die ver- 
schiedenen Parallelen zur Abseissenaxe sämmtlich über diese Axe selbst 
erstreckt werden; denn in den Zusatzintegralen, deren Wege der Ordinaten- 
axe parallel sind, kann der absolute Betrag des Integranden ebenso wie 
dort unter jeden Grad der Kleinheit herabgedrückt werden. Daher tritt das 
Integral vor das Summenzeichen, die beiden Summen schliessen sich an 
einander an und man erhält: 


RE © 0. ’+n 


(4.) 9,C,T)= Ze Bon, dee", 


h=—an 


Da aber die hier auftretende Summe nichts anderes ist als 


d3 h? E “ 
ni >- h=+% nik — — — U 2 


) BR "a 1 
u Ki . N ai [2,0 —), 


h=—n 
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so hat man: 
(4*,) gt, T) = F; GE, u ST azerer. 


Zur Ermittelung des Integrales bezeichnen wir mit (Y—ir) denjenigen Werth 
der Quadratwurzel, dessen reeller Bestandtheil positiv ist, und setzen: 
(V-im)z = u 


dann ist: 


. Bi 
das Integral auf der rechten Seite der Gleichung über eine Gerade durch 
den Nullpunkt erstreckt, welche mit der reellen Axe einen Winkel bildet, 


der gleich der Amplitude von (Y—ir) ist. Dieser Winkel liegt, weil die 


. TROR- . |. . . sc 
imaginäre Coordinate 7, von 7 positiv ist, innerhalb der Grenzen 7 und 


+ und daher kann das Integral anstatt über die angegebene Gerade 


auch in positiver Richtung über die x-Axe erstreckt werden. Denn die 
Zusatzintegrale, welche auftreten, sind von der Form: 


y= rt 
lim r 


0 (u= dis 


wobei & ein positiver oder negativer echter Bruch, nämlich die trigono- 
metrische Tangente des Neigungswinkels jener Geraden ist. Der absolute 
Betrag dieses Zusatzintegrales ist aber kleiner als: 


[iger < ejwerwe-n 
v 


und wird daher, weil &@ <-1 ist, für wachsendes w beliebig klein. Daher ist: 


nil? 


(V-irT)e er 3,(C, T) = 4% ee -—). SS” aue* 


und da der Werth des von & und r unabhängigen Integrales gleich Eins 


ist, — wie man erkennt, wenn man 5=(, r=i setzt —, so hat man die 
Haupttransformation der Thetafunction erhalten: 
nıil? 


(5) (2, -2) = (Wer 3). 
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II. 
Setzt man in der Gleichung (5.) = 0, so ergiebt sich: 
1 
(6.) 9,(0, -—.) = V-iN)&(0, 7), 


eine Gleichung, welche offenbar auf dem angegebenen Wege auch direct, 
d.h. ohne Zuhülfenahme jener allgemeineren Relation erhalten werden kann. 
Lässt man in dieser Gleichung 7 einem rationalen Punkte der reellen Axe 
nahe rücken, indem man: 


) m 
= — +20" 
rk 


setzt und für e=0 zur Grenze übergeht, so wird 9,(0,r) in der Weise 
unendlich, dass lim(e9;(0,7)) gleich einer endlichen Grösse wird. Denn 


0=0 
es ist, wenn man »=2uzx+r setzt und x alle ganzen Zahlen, r ein voll- 
ständiges Restsystem (mod.24u) durchlaufen lässt: 
n=+% mi +ig°) r=|24|—1 ei —=+72 


09;(0, T) = 0 B. e =o > e u 5) e-rer4 ur)? 


n=_—n yas) 2=—-@ 


also, wenn man die Grenzen der Summe als unendlich gross auch gegen- 


J re 1 i 
über der Grösse Fi; annimmt: 


Iim (0 F; (0, —— tig )) en. "e 2 la Fe. 4% u" du. 


0 r=U |2u | 


Setzt man also die über ein vollständiges Restsystem (mod.2u) erstreckte 
Summe: 





(7.) Iye j — ), 

so hat man: 
ö Mi 

7, lim(e 3,0, —— ) - 1  $ 

Mai e=0 ( „+ie‘) el ayZ 
Ferner ist: 

Eck. 1 N, 5 
iS: ra rigre 
Funpe 


(7°) lim (09, (0, -H)- Aha) - - 1 6(#)- 
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Setzt man die Grenzwerthe (7*.) und (7°.) in die Gleichung (6.) ein, so er- 
hält man die Reeiprocitätsbeziehung zwischen Gaussschen Summen: 


ET: . 
8) &) = (Ye) 

Nun erscheint es aber von Wichtigkeit, dass diese fundamentale Reeiproei- 
tätsbeziehung sich unabhängig von der Transformationsgleichung der Theta- 
function ableiten lässt, sobald man die angewendete Methode ein wenig 
umgestaltet. 

Um die Untersuchung in Rücksicht auf das Folgende sogleich etwas 
allgemeiner zu führen, gehen wir von der Summe aus: 


„Ani 


ze *fin), 


in welcher r ein vollständiges Restsystem (mod.«) durchläuft und die Func- 
tion unter dem Summenzeichen von der Beschaffenheit sein soll, dass f(r) 
nur von dem Klassenwerthe der Zahl r (mod.u) abhängt. Demgemäss setzen 
wir von der Function f(w), ausser dass sie in der Umgebung der z-Axe 
eindeutig und stetig ist, auch noch voraus, dass sie der Functionalgleichung: 








9.) f(w+u) = (-1)'*f(w) 

genüge. Dann ist ähnlich, wie vorher: 
nn „Ani 
r=ul—1 rn nn Pr: d 

(10.) Pe 7. / e Ba? — 
und zwar ist das Integral über die Begrenzung eines Rechtecks zu er- 
strecken, dessen eines Seitenpaar die Gleichungen = —4 und z=|u|—} 
hat, während das andere Seitenpaar durch die Gleichungen y=-+b und 
y=-—b dargestellt wird. Entwickelt man nun den Integranden in eine 


geometrische Reihe, so hat man, je nachdem die imaginäre Coordinate y 


von w positiv oder negativ ist, die erste oder die zweite der beiden Iden- 
titäten: 








1 A=N-1 . e?Nuwni 
u RR: e ad EEE 
eruni_] h=V eruni _] ? 

1 h=—N e?Nw ni 
Zhwrii 
rn 
eu ni__] ea eruni RG | 


anzuwenden. Daher muss man das Integral in der Gleichung (10.) in zwei 
Theile zerlegen, von denen sich der eine auf die obere, der andere auf die 
untere Hälfte der Begrenzungslinie bezieht, wodurch man erhält: 
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ul HR u, 1=N—1 | 
Ze "fi --— fe " (w)dw 3 e“"" 
r=i) ° h=U 
+ 
(11.) . BALL am 
| + [e " Kw)dw Z e""+e, 
« h=—1 





Ani \ Arei 
— ww? —— +2Nvni 2 —— —2Nuni 


: e u f(w)dw I WRE f(w)dw . 
12) ® x un] +/ ae 707 





hierbei ist den Integralen das Zeichen + oder — zugesetzt, je nachdem in 
dem Theile der Begrenzungslinie, auf den sie sich beziehen, die Coordinate 
y positiv oder negativ ist. | 
Um nun zu beweisen, dass die Grösse e mit wachsendem N ver- 
schwindet, machen wir von der Willkürlichkeit der Grösse b Gebrauch und 


1 1 , 8 
setzen b = Zar dass z bei zunehmenden N zwar beliebig gross wird, 
} 


aber gegenüber N unendlich klein bleibt. Bei dieser Annahme folgt näm- 
lich, dass der absolute Betrag eines jeden der sechs geradlinigen Integrale, 
in welche die rechte Seite der Gleichung (12.) zerlegt werden kann, be- 
liebig klein gemacht werden kann. Denn was zunächst die beiden Integrale 
angeht, deren Wege der z-Axe parallel sind, so ist für diese der absolute 
Betrag von e’"'""', resp. von e”?'" gleich e?"/?, die vier Integrale, deren 
Wege der y-Axe parallel sind, verschwinden aber darum, weil der Integrand 
endlich und die Länge des Integrationsweges gleich IR ist. 

Da also in der That e für wachsendes N gegen Null convergirt, so 
folgt, wenn man die Integrale der rechten Seite der Gleichung (11.), anstatt 
über die vorher angegebene Begrenzung, über die reelle Axe erstreckt und 
sodann zusammenfasst, die Gleichung: 


: Ani „A h=N—1 


r=|u -1 b — tr /lul " 
(13.) = 8 »* fo) = im / u. # Te) 
r=() N=xn * h=—N 
4 
Kehrt man hier die Reihenfolge der Summation und Integration um, so er- 


giebt sich nach leichter Umformung: 


r=\u\—1 „Ami h=Nn—ı ihn uni 


I 
» u i Re Hal — . hu \ 
ae f(r) = lim 5 e “ / e + f(e+ ; ‚dw, 


ru NR h= Eu N 
ni 4 — I ii 


oder wenn man A=4x+s setzt und s ein vollständiges Restsystem mod.A, 
Journal für Mathematik Bd. CXI. Heft 3. 3l 
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» alle positiven und negativen ganzen Zahlen durchlaufen lässt, mit Be- 
nutzung der Gleichung (9.): 


h ' Ani ris? 8 f ‚ri 
TEE a er u BL NR "pr )an. 
r==) s—=U ymu—n re 
Daher gilt die Reeiprocitätsgleichung: 
(14.) x = - a ee ar er ul), 
_ - s=0,1,..., 21—1/ 


in welcher die Function durch die Gleichung: 


(15.) yo) =. / ae "ler de 


—i%D 


definirt ist und folglich die der Gleichung (9.) entsprechende Periodieität: 


(16.) pyw+4) = (-1’y(w) 
besitzt. Offenbar kann man also umgekehrt die Function f durch ein be- 


stimmtes Integral mit Hülfe der Function g ausdrücken. 
Für unsere Zwecke genügt es, 


zu setzen, wobei nach (9.) die ganze Zahl v=4u (mod.2) sein muss. 
Dann ist: 








Daher geht die Gleichung (14.) über in: 





‚Ani PR iv „ urri eiv tiv Ari 


5 D) +s + —— +2 — x° 
ER a ee TR, f eo ti 





« 
(iD 


oder auch in: 


ı) 


ar) a = (In-vr4 &) = PR 2 je ["" ermerge, 
. n Fr 
_o 


und in dem letzten Integrale gilt das negative oder das positive Zeichen, 


je nachdem r positiv oder negativ ist. Den Werth des Integrales findet 
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man, indem man A =2, u=1, v=( setzt, wodurch man erhält: 


= (1+e?)V}- | [er dr, 


u. 


also: 


u RAnE, 
[ er” de=e = (V/+i). 


—,. 


ist, so kann man die Gleichung (17.) auch auf die Form bringen: 





Da nun: 





9 Ini niy 
rt —+ 


us u FOR TE 
(17°.) Se 4 KH — 5e i (++ 2) (] # i 
s > Ai 
Setzt man in dieser Gleichung » = 0, so hat man, weil Au=rv (mod.2) ist, 
von den beiden Zahlen 4 und « die eine als gerade, die andere als unge- 


rade anzunehmen, wodurch man erhält: 


(17°)  E rrZe BE 


vd) [I ut 


diese Gleichung stimmt aber ihrem Inhalte nach genau mit der Gleichung 
(8.) überein, denn man erkennt leicht, dass die durch die Gleichung (7.) 


definirte Summe «() verschwindet, falls 4 und « beide ungerade sind, 


und mit der linken Seite obiger Gleichung übereinstimmt, wenn Au ge- 
rade ist. 
Aus der Gleichung (17°) ergiebt sich der Werth der Dirichletschen 


mir ir? 
r—=n—1 


Summe gp(1l, n) = ze * *) unmittelbar; setzt man nämlich = —2, u=n, 


so findet man PIE für ungerades positives n: 


2nir? 


(18.) Ze" =(-i yet , 


r=U g 1-i 
setzt man aber u=1, = > so erhält man für „=0 (mod.4): 


2nir? .. 


Pipe mm 


"ni \ 
(18°.) ze" =2({Y5)=(1I+)V/m. 


vr) 





*) 8. Werke, Bd. I, S. 476. 
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Diese letzten beiden Gleichungen sind selbständig, ohne Rückgang auf die 
allgemeinere Reeiproeitätsgleichung (17°) von Kronecker in den im Ein- 
gange erwähnten Aufsätzen im 105. Bande dieses Journals mit Hülfe einer 
Methode hergeleitet worden, mit welcher die unserige die Darstellung der 
Gaussschen Summe als complexes Integral gemein hat. Beide Methoden 
unterscheiden sich dadurch, dass dort die Ausdehnung des Rechtecks in 
der Richtung der y-Axe, hier die Entwickelung in die geometrische Reihe 
und die Zusammendrückung des Rechtecks das Resultat hervorbringt. Ver- 
suche, das Kroneckersche Verfahren direct zur Herleitung der Reeiproeitäts- 
beziehung zwischen Gaussschen Summen zu benutzen, haben zu keinem 
Ergebnisse geführt. — 

Aus der Gleichung (17°) können mit Hülfe elementarer Eigenschaften 
der G@aussschen Summen deren Werthe hergeleitet werden. Man gelangt so 
zu den Formeln: 


a) CH -D =, 


in welchen die Zahl «= 1 (mod.4) vorausgesetzt ist und unter dem Zeichen 





h A ’ 
(—), resp. (#) das Legendre-Jacobische Symbol zu verstehen ist. Dabei 


hat man, falls der Nenner gerade ist, für (5) den Werth +1 oder —1 


anzunehmen, je nachdem «=1 oder =5 (mod.8) ist, und im übrigen mit 
diesem Symbol nach den bekannten Regeln zu rechnen. Ueberdies muss 
zur Ergänzung des Früheren hinzugefügt werden, dass unter dem Zeichen 


(Yn), falls » negativ ist, der Werth +i]Yz| zu verstehen ist. 
Beiläufig sei erwähnt, dass zuweilen die Formeln: 


a) her BE) Gere) 


zur Rechnung een sind; hierin sind die Nenner «, resp. A als positiv 


7 u . ’ 
vorausgesetzt und unter dem Zeichen (&) ist, falls « = 3 (mod.4) dasselbe 


. FE, —Uu\ 
wie unter dem Zeichen ( ) zu verstehen. 


II. 
Die allgemeine lineare Transformation der Thetafunetionen macht, 
wie bekannt, schliesslich die Bestimmung einer Constanten nöthig, mit 
deren Bedeutung und Auswerthung wir uns hier beschäftigen wollen. Um 
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diese Grösse in einfachster Form der Untersuchung zu Grunde legen zu 
können, sei es gestattet, den Gang der Rechnung noch einmal in aller Kürze 


anzugeben. 
Wählen wir zu diesem Zwecke die 9,-Funetion: 

(20.) 9,6%, z) = zei Kae (= +1, 43, +5, ...) 

und setzen wir: 
R ar+ß zo “ 

21. T == — _— — 

( ) yr-+d 6 yt+0 
worin die vier ganzen Zahlen «, ?, y, d der Relation: 

(22.) ad—y = 1 


genügen sollen. Löst man die erste Gleichung (21.) auf in: 
a+ß=or, yı+dza, 


so folgt umgekehrt: 
= (dr -ß), 1=0o(-yı'+to), 





also: 
HN -A)=r yrd)-yrte)=1, 
C+1 2. C—) to C4 ] -T ER Pr Ort — I 
(22.) yc+ De 
Ör uni. o E 
> R — - - . 
—t'+a ’ —yt ra 


Multiplieirt man nun die Function 9,(T,z’) mit e”””, so kann man das 
Produet leicht in die Form setzen: 


a Wir (; MR 
en . TrıvV“® u 1, |) Ammee E Much 
fü - rien ER. Te sl Pe ; 5) ’ 
23.) B(ü)=e . 'I,(C, T)= 2e rr+0 ’ G= +1, #3, #5, ...) 
v 


9 


und da sich hieraus, wenn man & durch C+r+sr ersetzt und gleichzeitig 
den Summationsbuchstaben v in v+2(yr—ds) umändert, ohne weiteres die 
Funetionalgleichung: 
Pli+r+e) = (-YreH Bd) 
ergiebt, so folgt, dass 2(Z) bis auf einen von & unabhängigen Factor mit 
der Thhetafunetion (20.) identisch ist. Die Bestimmung der Constanten C 
in der Gleichung: 
(24.) DL)=egld, ’)= 09) 


ergiebt der ZLaurentsche Satz in der Form: 


l EEE er < 
= SGeri-trat, 
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worin das Integral von einem willkürlichen Punkte £ in geradliniger Rich- 
tung nach dem Punkte +1 erstreckt ist, und hieraus erhält man durch 
Einsetzen des Werthes von Pd): 


t+1 ei 2.2 Pe ir _ WEHR ERERER 1... f 
2) Ce N Tan 
[} « v 
t 
Nun erkennt man sogleich, dass von den beiden unter dem Summenzeichen 
stehenden Factoren der erste nur von dem Klassenwerthe der ungeraden 
Zahl » mod.2y abhängig ist; ersetzt man nämlich in ihm v durch v»-+2, 


und bildet den Quotienten beider Exponentialgrössen, so erhält man: 
eaytav-y+1) BER 1. 





Setzt man also » = 2yn-+r, und lässt » alle positiven und negativen ganzen 
Zahlen, r ein wungerades hestsystem mod.2y durchlaufen, so ergiebt sich 
schliesslich bei passender Ordnung der Folge der Summationen und der 
Integration: 








N | niy (-__rttö4r _\: 
—— (ar?-y—Ur+Ö t+1 e- a —) 
C = 1 ve a \ 'y [ dl. e Yyt+ö\?’ 27 
D | 
4 n *® 
t 
ni ‘ ‘ mw, zriy 
1 —— (arr—r—1)r+8) +% Be: 
Y 4, - 
> SR dze +7 _ 
r « 


worin das Integral über die reelle Axe oder eine Parallele zu ihr erstreckt 
ist. Setzt man den Werth des Integrales ein, so hat man die Gleichung: 


+ Ä Zeh > (0055 FÜ (ar -Ay—Dr 
2) ee TE 
in welcher der Summationsindex r die Zahlen 1, 3, ..., |2y 
ein anderes ungerades Restsystem mod.2y durchläuft. 

Die weitere Untersuchung hat sich mit der in der letzten Gleichung 
auftretenden Summe zu beschäftigen. Dieselbe lässt sich ohne Schwierig- 
keit auf die Form der vorher betrachteten Gaussschen Summen bringen. 
Denn da man leicht beweist, dass die Umformung: 


ni 2 vu] PER . rriie r+l 2 HE v+ß 
LE Ag —Ay—1)r+ö) a eridtds+300-1) Ze y ( 2 ) —ai(#+1) 5 
- 


> 


—1 oder irgend 











zulässig ist, so erhält man, wenn Öd ungerade ist: 


zrı 


1 = 
i2e” 


a 
BD 


=|yl—1 N 
— eridhds+40-1)" 5 "en r (1% 


x—( 





(ar? —Ay—1)r+6) 


Ber a .=|y\—1 E Nariy4r) 
= erii#ds+3(ö-1)) gr ‘ 


’ 
x—U 
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und wenn d gerade ist: 


J ; ß% +1 
I (ar? -Ay—1)r+9) Ars 4 ri 


tn: aM ernel en 
. . ”—() 
EHE gpyaapeaigja art 
u Sa 3 A Be zB * } 


#2 —) 


und auf diese Darstellungen können die Formeln (19.) oder (19*.) direct 
angewendet werden. Der Werth der Summe ist also, abgesehen von einer 


achten Einheitswurzel, gleich Yy. Da aber hierbei ohne zureichenden Grund 
stets mehrere Fälle unterschieden werden müssen, so ist es besser, an dem 
Summenausdrucke selbst, wie er sich in naturgemässer Weise ergeben hat, 
die Veränderungen zu betrachten, welche er bei elementaren Transfor- 
mationen erleidet. 

Zu diesem Zwecke setzen wir: 


| 1 TE (ar? _Xy—Vr+d) [4 3 
(27. r = 5(, ))ı 
er) vr 7° f ) 


wodurch die Gleichung (26.) in folgende übergeht: 


7s?’ni 


/IC \ + v1 +0 [| mr, : ‘ U Oo /Y 
a) else) 


Zunächst folgen unmittelbar aus der Definition die in 








nid nid 


s(, Dir ie sy: BMi- > 


ed, A 3 h 





29) 





a, ß 0 
sringt man ferner sl“ ,) auf die Form: 








MEN Do VAR ri a+o y—1 

s(u) = 137 Here st) 
7, 0 ilyr| = 

so kann man die Reeiproeitätsgleichung (17.) des vorigen Abschnittes in 

Anwendung bringen, indem man in ihr u=y, A=-a, v=a-y-+1 setzt. 

Man erhält hierdurch nach einigen Umformungen die Hauptrelation: 





2 


Teens me Ks 


rei ri 
— + sgntay) /—Y. —ÖN 
i st? ), 


eine Gleichung, die man natürlich auch wieder direet ableiten kann, indem 
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man die Methode des vorigen Abschnittes auf die Darstellung: 


ri i 
(aw—2(7—1)w+6) 
5.022 Seen — 
= u. erw] 


anwendet; das RER? ist über die Begrenzung eines Rechtecks zu er- 


strecken, dessen eines Seitenpaar durch die Punkte O0 und 2y parallel zur 
Ördinatenaxe hindurchgeht. 








Die Grösse S %e: e) ist durch die Gleichung (27.) nur für ein von 


Null verschiedenes y definirt worden, aber die soeben abgeleiteten Compo- 
sitionsregeln zeigen sofort, welehen Werth man anzunehmen hat, falls y = 0 
ist; denn die Gleichung (30.) ergiebt: 


5 - re 4 a 


also muss: 


rl, PN nis RER. a 
‘ \ — + > + 
(31.) ira N)=-e 
gesetzt werden. Da nun: 

m 


96,4) ae! 
ist, so erkennt man, dass bei der getroffenen Festsetzung die Gleichung 
(28.) ohne weiteres in Geltung bleibt, falls y=0 und d=+1 ist; ist aber 
y=V undd=-—l, so muss auf der rechten Seite der Factor i, der sich 
als Werth der Quadratwurzel ergiebt, fortfallen. 
Die Berechnung des Symbols gestaltet sich jetzt folgendermaassen. 


Wir setzen e=y,, ? =, und nehmen eine Kette von Gleichungen an: 
(32.) sum yıtyı =(, Yıtayıty =, Y+Y%+Yı=0, er 
| Yv- ı+%,9% +9 =, yv‚+%,4Y% +2 = 0 


von der zunächst nur das Eine vorausgesetzt werden mag, dass sie ab- 
bricht, so dass also Y%,,,= +1, %;2=0 ist. Mit Hülfe der so gewonnenen 
ganzen Zahlen %, %, ..., %,, %,,, berechnen wir durch eine correspon- 
dirende Kette von Gleichungen: 


39. (+ 0+ı,=0, ++ =t, +, 
ar | do, ,+2,0,+4,.,=0, 0,+2,,.10,1.1 +0,42 —() 
die Zahlen d;, d;, ..., Ö,41, 0,4. Da nun &d—Py =yd—d,y=L1 ist, 80 


.. 


} 
j 
j 
N 
? 
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# 
f 
3 
4 
! 
$ 
A 


EN SERIEN? 


a ee 


hr e  e 


ii rien rar Kane niier eine 





Landsberg, zur Theorie der Gaussschen Summen und der Thetafunctionen. 249 


folgt offenbar successiv, dass die Determinanten: 


y‚9—Jıy, yIı-dyı, Yh-dıya » YO dr Yen Ofen 


gleich Eins sind, und da y,,.=0 ist, so ist d, a = —Y,,,= Fl, und die 
Kette (32°.) bricht ebenfalls ab, wenn man noch die Gleichung: 

(32°.) O,,1+%,100,,2 = 0 
hinzufügt. 


Nun folgt aus der Reeiproeitätsgleichung (30.), dass: 


ur ') - u + gn. NR au en En 
7, 9 Pr 


ist, und aus der dritten Gleichung Sek, ergiebt sich die weitere Reduction: 


s(’» ) 3 sgn.(yy)+ — s( 


Wendet man diese Gleichung (v-++1)-mal an, so erhält man: 


ni h=v +1 mi h=v+l1 


——(v-+1 5 sen.(H-ı9) + — 5 % 
s(” P) u e? 5-0 )+Z = (71 171) + 4 a s(? +2, Ö,40 \ 
I» 
Da aber „„ua=+l, d,»=F+l, d,,ı= +%,,, ist, (wobei die oberen oder 
unteren Zeichen ee ee so erhält man schliesslich: 


ni h=v +:2 ri h=y-2 


(33.) s(“ N) = +7 zZ munn)+ 2 . 


1 og 
Yy+1.€ 


Diese Glelihung lässt sich aber noch vereinfachen, wenn man die Willkür, 
welche bisher bei Bildung der Kette (32.) zugelassen wurde, einschränkt. 
Man kann nämlich offenbar voraussetzen, dass die absoluten Beträge der 
Zahlen Y,, Ya - ++, %5 %,+ı eine durchweg abnehmende Reihe bilden, und 
dass keine der Zahlen #,, %, ..., %,,ı gleich Null ist. Z. B. ist dann in 
der ersten Gleichung (32.) #, eine der beiden ganzen Zahlen, zwischen 


welchen der Bruch rn eingeschlossen ist, und zwar ist es die nächst 
1 


grössere oder die nächst kleinere Zahl, je nachdem jener Bruch das positive 
oder das negative Zeichen hat. Unter dieser Voraussetzung ist nämlich 


sgn.(Y,_1Yı) = —BEQN.%, 
fürh=1, 2,..., v+1, und die Gleichung (33.) geht daher über in: 
naiv mit Bert 
—— 4 — >: dia © ” SEN.%, 
a a, 2 u re 
8) SCH) = nme eo ai 
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hierbei erscheint das System en ß 2) als das Compositionsresultat der Systeme: 


0, 1 0, 1 
Er ) 1, 2 habe ki- 1, nn. a +1, ich 
wobei in dem letzten Systeme die oberen oder die unteren Zeichen in Gel- 
tung sind, je nachdem y,,,= +1 oder =—1 ist. Da man ein vorgelegtes 


System sehr leicht in der angegebenen Weise decomponiren kann und der 
Werth des Symbols bei dieser Methode nur von der Beschaffenheit der 
einzelnen Systeme abhängig erscheint, so ist das angegebene Verfahren für 
wirkliche Berechnung sehr geeignet. 

Haben wir bisher den Einfluss, den die Composition mit elementaren 
Systemen auf das Symbol ausübt, betrachtet, so können wir auch das Resultat 
der Composition zweier beliebigen Systeme der Untersuchung unterwerfen. 
Zu diesem Zwecke gehen wir von der Bemerkung aus, dass, gleichviel ob 
y positiv oder negativ ist, immer 











(Y an _ Wrr+) 


yi (Yri) 


ist, und setzen demgemäss mit einer Modification gegen das Frühere: 








a yö’ni 
a ee) = TE 


worin das Symbol S, jetzt für ein von Null verschiedenes y durch die 
Gleichung: 








(35) N ET innen 
iyyi) r 
definirt ist. Soll die Gleichung (34.) auch für „=0 gelten, so haben wir 
r _ em 
(36.) sg Nur, s.(”. er; ni 
anzunehmen; überdies int wie En aus (35.) folgt: 
| 1 — 0, +1 _ ‚mi en 
(37.) ee )=e" ee ee r. 


Setzen wir nun in der Gleichung (34.): 


_ «T+ß BRPE 
nn Be zeren 


wobei @d’—A’y'=1 ist, so erhalten wir diejenige lineare Transformation, 
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ad t 


welche zu dem aus den Systemen er 7) und (5 1) componirten Systeme 
(Gr En) gehört, so dass also 
ie 6, ee Bender 
,„Ö Y, Ö ! Ö' , n eu ya' +dy', d'' Br yß' +00 
ist. Die Duschfährung der Rechnung ergiebt nun die Regel für die Com- 
position der Symbole in der Form: 


1 (00491 0) BE 19 Th} 


worin das Vorzeichen & durch die ae 


N. Tu u \ 7 r\ 
(39.) A ETAR ‚re+d) _ _ (Vrr+ö)lyrT + ö') 





N) (yirz | +6") ze (yr'T +3”) 
bestimmt ist. Die Gleichung (38.) enthält die allgemeinste Regel für die 
Transformation von Summen der Form (35.). 


Sehen wir zunächst einmal von dem Vorzeichen e in der Gleichung 
(39.) ab, so erhalten wir, da 


(> —1 

le Sl )=- 
ist und da, wie bekannt, jedes System der Determinante Eins in eine Folge 
2 1,1 ,—I\ |. Re Dn 
der elementaren Systeme (6 1) und 11 zerlegt werden kann, unmittel- 


bar das Resultat, dass das Symbol 
s(D=tet 

ist, wo p die Anzahl der elementaren Systeme bedeutet, in welche das 

System > e) zerlegt werden kann. Daher ist der Klassenwerth der Zahl p 

mod.4 unabhängig von der Art der Zerlegung, und wir erhalten beiläufig 

den einfachen Satz: 


Zerlegt man ein quadratisches System von vier ganzen Zahlen mit der 
Determinante Eins auf zwei verschiedene Arten in eine Folge der elementaren 


1,1 0,—1 nr BER ® 
Systeme G $ und Gr os so ist die Anzahl der Systeme in beiden Fällen 
einander congruent moduloA4. 
Kehren wir jetzt zur Interpretation des Vorzeichens & in der Glei- 
chung (39.) zurück, so gestaltet sich dieselbe dann sehr einfach, wenn wir 
32% 
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voraussetzen, dass keine der drei Zahlen y, y', y’ verschwindet. Unter 
dieser Einschränkung leitet man nämlich aus (39.) leicht den Satz ab, dass 
e nur dann = —1 ist, wenn y und y' einerlei Zeichens sind und y"” das 
entgegengesetzte Zeichen hat. Weniger durchsichtig wird die Zeichenregel 
für diejenigen Fälle, in denen eine der drei ganzen Zahlen y, y', y" gleich 
Null ist; aber auf diese Ausnahmefälle einzugehen, ist hier um so weniger 
Veranlassung, weil ihre Berücksichtigung für das folgende Verfahren zur 


Bestimmung des Werthes von s.( .. unnöthig ist. 
I 


Nehmen wir nämlich der Einfachheit halber « als positiv an und 
setzen wir wie vorher @=Yy,, ß = d,, so können wir nach der gewöhnlichen 
Methode des Theileralgorithmus die Kette von Gleichungen bilden: 


(40.) fy = AyıtYya yı=Ahytyı Y$=ayıtYn - + 
| Y„-3 = %,-Yr-ıTtYr-1 9% = ı-ıYr-1 

in welcher %, % »- +, 5 % > 1 positiv sind und eine abnehmende 
Reihe bilden. Setzen wir überdies, was ohne Beeinträchtigung der All- 
gemeinheit gestattet ist, » als gerade Zahl voraus, und bilden wir die 
eorrespondirende Kette von Gleichungen: 
a0, +0, Hemdıtrt,, Hast, -» 
(I, =%,.0, +0, I. =8,_10,1+0,, 


V 


(41.) = ED 


so ist successive: 
yvo-Iysydı-dyn=l Yyhı-dıy = yı-dy=lh ..: 
10,2 0,1Y— na y,,0,—0,_1Y%, =1, 
und da y,=0, y,_=1 ist, so folgt, dass d,=1 ist und die Kette (41.) 
durch die Gleichung: 
(41*.) 0, = 0, 

abgeschlossen wird. Da man nun nach den Gleichungen (40.) und (41.) 
die Decompositionen: 


(7,0 Cr IC > 2 $ ” Di G 5 6 
en e )- er “ei u Nie &: - ye ) 


hat und bei successiver Anwendung der Gleichung (38.) wegen des posi- 
tiven Vorzeichens der Zahlen 7,, %, »»., %,-' in keinem Falle die Vor- 
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Fr, 


bedingungen dafür erfüllt sind, dass & den Werth —1 erhält, so ergiebt 
sieh unmittelbar: 

AS Yı» Öd, BCE, Ö, 1 0, —1 V, 1 V, —] 
2) S(r 5) = Sı(_, „SG „)S(_i Fe 
Setzt man schliesslich aus (37.) die Werthe der Symbole auf der rechten 
Seite der letzten Gleichung ein, so erhält man den Satz: 


Wenn « positiv ist, so ist der Werth des Symbols s.(, R) in der 
Gleichung (34.) gleich: 


ni 
3 (mt —r,_ıt%,) 


e E) 


wobei Zı, #2, #5 +++, %, die Theilnenner in den Kettenbruch- Entwickelungen 


1 1 
. =4+— ß ; 


Be | ERBE RA: "Fine la." BERRGERKGIREN ; 
1 ey rt 
%, en %,_2+ + 
%, 
sind; in diesen ist v als gerade Zahl und x;, #5, .. ., #,_, als positiv vorausgesetzt, 


während z, und x, die in Z und £ enthaltenen grössten Ganzen sind und 


also positiv, Null oder negativ sein können. 
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Die Punktsysteme auf der Geraden und ihre 
Anwendung zur Erzeugung der algebraischen ebenen 
Uurven. 

(Fortsetzung von 8. 264 Heft 3 Bd. 110 dieses Journals.) 


(Von Herrn Robert Schumacher in Augsburg.) 


Erzeugung der ebenen Curven mittelst der Punktsysteme. 
89. 
Erzeugung der Curve zweiten Grades. 
P und P’' seien zwei Punkte, g eine Gerade in der Ebene E. Die 
Normalkette »ter Ordnung K vom n-Punktesystem S* von g, welche P'. 


den Schnitt von PP’ mit g, zum Centrum hat, sei projectivisch auf die 
Punktreihe p’ mit dem Träger g bezogen, wobei der Hauptgruppe (P”) der 
Punkt P’ entspreche. Wenn jeder Gruppe von Strahlen durch P, welche 
eine Gruppe von K projieiren, der Strahl durch P' zugewiesen wird, welcher 
den entsprechenden Punkt von p’ projieirt, so ist hierdurch eine Correspon- 
denz (n, n) zwischen den Strahlenbüscheln (P) und (P’) bestimmt. Die 
Sehnittpunkte entsprechender Strahlen bilden eine Curve »ter Ordnung. 
Denn die Gruppen von K werden von P aus auf irgend eine Gerade / von 


E in den Gruppen einer Normalkette mit dem Schnitt von PP’ und I als 
Centrum projieirt. Durch die projeetivische Beziehung dieser Kette auf die 
Projeetion der Punktreihe p' von P’ aus auf / ist eine Correspondenz (n, n 
gegeben, welche höchstens » Coineidenzen, in den Schnittpunkten von / 
mit der Curve, besitz. P und P’ können nach $ 8,1 ihre Rollen ver- 
tauschen. 

Satz: An die Stelle von P und P’ können zwei beliebige Punkte von 
E treten, wofern sie nicht der Curve angehören. 

Wir beweisen den Satz zunächst für den Falln=2. P’” sei ein 


beliebiger Punkt, g’ eine beliebige Gerade von E. Die Gerade PP" schneide 
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g in P', g’ in P"; P” sei der Schnitt von g’ mit P'’P". Das 2-Punkte- 
system einer Geraden / durch P' wird von P aus auf g und von P” aus 
auf g’ projieirt. Hierdurch ist das 2-Punktesystem S’ von g collinear auf 
dasjenige 3, von g’ bezogen, die Projectionen derselben Gruppe von / sind 
einander zugewiesen. Jede Gerade / durch P’ liefert so eine collineare 
Verwandtschaft zwischen S’ und S”; hierbei sind immer die Bänder der 
singulären Reihen einander so zugeordnet, dass die Reihe s;, resp. s;, der 
teihe s;; resp. 5, entspricht. 

In der Beziehung von 3, auf ein ebenes System & entsprechen den 
Reihen si; die Tangenten eines Kegelschnittes S, den Reihen s), und s}, 
im Besonderen die Tangenten s' und s'. Den Hauptgruppen (P”) und (P') 
entsprechen die Punkte A und B. Der Kette KX entspricht der Kegelschnitt 
k, welcher s, in A berührt. In der Beziehung von S, auf das ebene System 
€ haben die vorigen Zeichen, gestrichen, die analoge Bedeutung. 

Jedem Punkte z von %k entspricht eine Gerade /! durch P’ und damit 
eine collineare Beziehung von e auf €. Dem Punkte y von €, welcher 
durch diese dem Punkte x zugeordnet ist, entspricht auf g’ die Gruppe, in 
welcher die Schnittpunkte der zu x gehörigen Geraden / mit der Curve 
von P" aus projieirt sind. Was für eine Reihe bilden diese Gruppen oder 
was für eine Curve die Punkte y? Die Gerade, welche B mit dem der 
Geraden P'P" entsprechenden Punkt verbindet, schneide k noch in 0. Ein 
Punkt x von k ist als Schnitt der Geraden Ar und Or bestimmt, der zu- 
gehörige Punkt y durch den Schnitt von A’y und 9, welche jenen in der 
zu x gehörigen Verwandtschaft entsprechen. Projieirt man von P aus die 
Gruppen von s!,, welehe den Schnitten der Geraden Ax mit s, entsprechen, 
jede auf die dem jedesmaligen Punkte z entsprechende Gerade /, so liegen 
die Projeetionen der veränderlichen Punkte dieser Gruppen auf einer Ge- 
raden Z; die Gruppe (P’P') wird nämlich auf PP’ projieirt. Die Projeetion 
Je einer Gruppe von s, wiederum von P" aus auf g’ projieirt ergiebt eine 
Gruppe von s!ı. Entspricht erstere dem Schnitte von s, mit Ar, so entspricht 
der letzteren der Schnitt von si mit der zu Az gehörigen Geraden A'y. 
Die Schnitte der Geraden Ax mit s, und die Schnitte der zugehörigen Ge- 


raden A’y mit s; bilden daher zwei projectivische Punktreihen. Hierdurch 
ist der Strahlenbüschel (A) auf den Büschel (A") projeetivisch bezogen. — 


Die Schnitte der Geraden Ox mit s, resp. s, und die Schnitte der zugehörigen 
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Geraden g mit s, resp. s, sind einander ebenfalls projeetivisch zugeordnet. 


Denn projieirt man von P aus die Gruppen s;,, welche den Schnitten der 


Ox mit s, entsprechen, je auf die zum jedesmaligen & gehörige Gerade I, 
so liegen die veränderlichen Punkte der Projeetionen auf einer Geraden, da 
auf die Gerade PP’ die Gruppe (P°) projieirt wird. Wird ebenso jede Gruppe 
von s},, welche dem Schnitt einer Geraden Ox mit s, entspricht, auf die zu 
x gehörige / projieirt, so liegen die veränderlichen Punkte der Projeetionen 
auf einem Kegelschnitte, welcher, da auf die Gerade P’P" die Hauptgruppe 
(P') projieirt wird, den Punkt P” enthält (die Gerade OB in e enthält nach 
ihrer Annahme den P’P" entsprechenden Punkt). 

In allen Verwandtschaften entspricht dem Schnitte von s, und s, der 
Schnitt von s, und s,;; daher verbinden die Geraden g die entsprechenden 
Punkte zweier perspectivischen Punktreihen, gehen also durch einen Punkt O'. 
Durch die Beziehung des Büschels (0) auf den Büschel (A) mittelst der 
Punkte von k ist eine projeetivische Beziehung zwischen (0”) und (A') be- 
stimmt. Die entsprechenden Strahlen schneiden sich in den Punkten y. 
Diese bilden also einen s, in A’ berührenden Kegelschnitt; denn dem 
Punkte C von k, welcher der Geraden P'P" entspricht, ist in e der Punkt 
A' zugeordnet, der Geraden OC entspricht also 0’A’ und der Geraden AC 
die Gerade s,; in der Beziehung von (0') auf (A') ist also 0’A’ dem Strahle s; 
zugeordnet. Die Schnittpunkte je einer Geraden durch P' mit der Curve 
werden somit von P” aus in den Gruppen einer hierdurch auf den Büschel 
(P') projectivisch bezogenen Normalkette zweiter Ordnung mit dem Centrum 
P" projieirt. 

Besonderer Fall: P" gehöre der Curve an. Der Punkt O liegt dann 
aufs... Die Reihe s, wird durch die Strahlen durch O projectivisch auf den 
Büschel (P”) bezogen, hiermit wird es auch die Reihe s;). Die veränder- 
lichen Punkte der Projeetionen je einer Gruppe der Reihe s,, von P aus 
auf die zugehörige Gerade / bilden eine durch P" gehende Gerade. Die 
(Geraden g gehen daher durch einen Punkt O0’ auf s.. Die Punkte von s,, 
welche je in einer zu einem Punkte z von k gehörigen collinearen Be- 
ziehung dem Punkte O entsprechen, bilden eine zur Punktreihe der x ent- 
sprechende Punktreihe. Der Büschel (0) ist somit auf den Büschel A 
perspeetivisch durch die Punkte y bezogen. Hieraus folgt: die Curve, um 
die es sich handelt, kann durch die projeetivische Beziehung eines Strahlen- 


| rn 
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büschels (P') auf eine Involution von Strahlen durch einen Punkt P auf 
ihr erzeugt werden, wenn der Geraden P'P die Gruppe, welche PP’ enthält, 
zugeordnet ist. Man erkennt nämlich leicht, dass umgekehrt, wenn die 
Punkte x in e eine Gerade bilden, die Punkte y im allgemeinen auf einem 
s; in A’ berührenden Kegelschnitt liegen. — Die Curve ist offenbar ein 
Kegelschnitt, und umgekehrt ist jeder Kegelschnitt eine derartige Curve 
zweiter Ordnung. 


$ 10. 


Erzeugung der Curve dritten Grades. 

Der Satz, dass an Stelle von P jeder Punkt der Ebene treten kann, 
soll noch zur leichteren Verständlichkeit des Beweises für den allgemeinen 
Fall, bei welchem man auf die räumliche Anschauung verzichten muss, für 
n=3 gesondert bewiesen werden. 

Von P resp. P" aus wird das Dreipunktesystem jeder Geraden /” 
durch P’ auf g resp. g’ projieirt. In jeder /” ist hierdurch eine collineare 
Verwandtschaft VY zwischen S’ auf g und S” auf g’ bestimmt. S’ resp. $” 
sei durch das räumliche System R resp. WR versinnlicht. Den Reihen s;, und 
s;, resp. 5; und sz, entsprechen die Ebenen o, und o, resp. o, und o,, den Haupt- 
gruppen (P”) und (P') bezw. (P”) und (P") die Punkte p,, p, bezw. pı, pı. Den 
Gruppen der Kette K dritter Ordnung sind in R die Punkte X einer Curve 
k dritter Ordnung zugeordnet. = und Z&’ seien die Ebenenbüschel, welche 
in # resp. W' dem Bande der singulären Reihen von S’ bezw. S” entsprechen. 
Die Curve %k hat in p, die Osculationsebene o,; der Berührungsstrahl o,, in 
o, (von &) ist Tangente von k. Die Punktreihe der X ist projeetivisch 
zum Büschel der /* mit dem Oentrum P’. Zu jedem Punkte X gehört 
daher eine Verwandtschaft oe” von R und ®. Jedem Punkte X sei der- 
jenige Punkt y von W zugeordnet, welcher ihm in v(” entspricht. 

Die Lage der Punkte X ist durch die Schnitte der Geraden p,X 
(durch p,) mit den Individuen &, einer zu k projectivischen (passend ge- 
wählten) Ebenenschaar bestimmt. Der zu X gehörige Punkt y ergiebt sich 
dann als Schnitt von p,y mit der Ebene &,, welche in der zu X gehörigen 
Verwandtschaft 0 der Ebene e, in WR’ entspricht. 

Die Geraden PX schneiden o, in den Punkten $ eines Kegelschnittes, 
welcher die Schnittlinie o, von o, und o, im Schnittpunkt pw: Von Go, mit 


0, berührt. Der Ebene o, entspricht in den Verwandtschaften vo” im all- 
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gemeinen ao, Durch die vo” werden den Punkten & die Schnittpunkte » 


von 0, mit p,y zugeordnet. Nach dem vorigen Paragraphen bilden die 
Punkte n ebenfalls einen Kegelschnitt, denn zwischen o, und o, herrschen 
dieselben Beziehungen wie dort zwischen e und €. Man erkennt, dass die 
Geraden p,y einen Kegel bilden, welcher o, längs o, berührt (o;, hat für 
= dieselbe Bedeutung wie o, für 2). 


Behauptung. Die Schaar der Ebenen e, lässt sich so wählen, dass 
die zugehörigen Ebenen e, einen Büschel erster Ordnung bilden. — Beweis: 
Durch die Gerade o,, von o,, welcher im Dreipunktesystem S°® die Reihe 
s;, entspricht, und den Punkt C von k, welchem unter den Geraden /‘” der 


Strahl P'P" zugeordnet ist, sei eine Ebene &, gelegt; dieselbe enthält ausser- 
halb © eine Sehne s von 4%. Durch die Sehnen s und o,„ ist eine Regel- 
fläche zweiten Grades bestimmt, auf welcher % liegt. Die Verbindungslinie { 
von p, mit dem Berührungspunkt von e, mit der Fläche schneide o, in S$. 
Die Tangentialebenen durch S an die Fläche bilden die Schaar der Ebenen a,. 
Denn für's Erste werden durch diese se, und durch ihre zugeordneten &, die 
Geraden 9, 0, und o, und o,, projeetivisch bezw. perspectivisch auf ein- 
ander bezogen (einer &e, gehört natürlich derjenige Punkt X von k zu, wel- 
cher ausserhalb der zur Fläche gehörigen Sehne in e, liegt). o, entspricht 
nämlich in den Verwandtschaften eo die Ebene o). Zwischen o, und o, 
sind durch die oe“ dieselben Beziehungen hergestellt wie im vorigen Para- 
graphen zwischen e und €, indem hier o, und o,, dieselbe Rolle spielen 
wie dort s; und s;; an Stelle von u. (Schnitt von o,, mit o,,) steht dort B. 


Da nun Sp,. in der Ebene &, enthalten ist, welche P'’P" zugehört, so bilden 
die Schnittgeraden der Ebenen e, mit o, im allgemeinen einen Strahlen- 
büschel erster Ordnung, welcher zum Strahlenbüschel der Schnitte von o, 
mit den Ebenen e, projeetivisch ist. 


Für’s Zweite entspricht den Schnittpunkten von o,, mit den Ebenen e, 
in den ihnen zugehörigen e“” immer derselbe Punkt auf o,,.. Um dies ein- 
zusehen, suchen wir zu jeder Gruppe der Reihe s;; die ihr hiermit zuge- 
wiesene Gruppe von s;,. Man erhält letztere, indem man den veränderlichen 
Punkt der ersteren auf die zugehörige / (der Gruppe gehört ein Punkt 
auf o,, und damit eine Ebene e, und so eine /® zu) von P aus projieirt und 
diese Projection wiederum von P" aus auf g’. Die Strahlen / und die 
Projeetionsstrahlen durch P nach den veränderlichen Punkten von s;, erzeugen 
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eine durch P" gehende Gerade, welche im allgemeinen von PP’ und P'P' 


verschieden ist. Denn der Ebene o, als Ebene e, gehört P'P als Gerade 
des Büschels (P') und von 8; die Gruppe (P’P'P') zu. Der Ebene &, ge- 
hört ferner P'’P" und die Gruppe (P'P'P') zu (die Tangente i durch S 
an obige Regelfläche geht ja durch p,). — Die Punkte der Geraden durch 
P' von P" aus auf g’ projieirt geben nur einen Punkt. 

Die Ebenen e, gehen also sämmtlich durch einen Punkt auf o/,, der 
im allgemeinen nicht in o, liegen kann, und schneiden auf o, einen zu Ä 


projeetivischen Strahlenbüschel erster Ordnung aus. Der Büschel der & 


ist zum Kegel der Geraden p,y projeetivisch und erzeugt mit ihm eine 
Curve höchstens von der dritten Ordnung; sie hat o, zur Oseulationsebene 
und o, zur Tangente. Man erkennt dies leicht analog wie im vorigen Falle, 
indem man bedenkt, dass dem Punkte C unter den y der Punkt p\, zugehört. 

Hiermit ist der an die Spitze gestellte Satz für a= 3 bewiesen; den 
Punkten y entsprechen nämlich in S; die Gruppen, in welchen die Schnitt- 
punkte je einer Geraden /” mit der Curve dritter Ordnung von P” aus 
projieirt werden. 

I. Besonderer Fall: P" gehöre der Curve an: Da der Punkt C in o, 
liegt, so fällt im allgemeinen S auf o,. Die Ebenen e, gelien daher nach 
$ 9 „Besonderer Fall“ durch einen Punkt auf o,. Die Ebene &, durch p) 
enthält daher den ihr zugehörigen Strahl o,, des Kegels mit der Spitze p.. 
Die Punkte y bilden einen Kegelschnitt, welcher o, schneidet und in diesem 
Schnittpunkte o, berührt. — Aus diesem Beweise erkennt man leicht rück- 
wärts schliessend: Ist eine Kette zweiter Ordnung, welche der Reihe R,, 
des Dreipunktesystems S° der Geraden g angehört und für die ihr zugehörige 
Gruppe (P'P’P’) die gemeinsame Reihe von AR,, und s;, zur Ueberreihe hat, 
projectivisch auf den Büschel (P') bezogen, wobei der Geraden PP’ die 
Gruppe (P’P’P’) entspricht, so erzeugt dieser Büschel mit den die Gruppen 
der Kette von P aus projieirenden Strahlen eine Curve dritter Ordnung, 
welche PP? in P berührt. 

II. P' und P" gehören der Curve an. Die Reihe der Schnittpunkte 
der Geraden durch ? mit g ist nach dem Vorigen durch die Curve auf eine 
Kette zweiter Ordnung von S° projectivisch bezogen. In der obigen Be- 
ziehung von S° auf N entspreche dieser Kette der Kegelschnitt %, in der 


Ebene &, welcher &o,, den Schnitt von e mit o,, in dem Schnitte von o, 
38” 
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mit e berührt. Durch die Correspondenz auf g ist eine reeiproke Verwandt- 
schaft zwischen den ebenen Systemen o, und e bestimmt, in welcher den 
Schnitten der Ebene von = mit o, die Punkte von A, zugeordnet sind. 
Projieirt man das ebene System auf o, von p, aus (p, entspricht der Gruppe 
(P'P'P'), so ist auch der Bündel mit dem Centrum p, reciprok auf das 
System (e) bezogen. In einer reciproken Verwandtschaft der räumlichen 
Systeme R und R”, in welcher der Bündel (p,) von R in dieser Weise auf 
das System (e) in WR” bezogen und der Ebene o, von AR der Punkt p, von 
NR” zugeordnet ist, entspricht dem Büschel F als zu R#” gehörig eine Curve 
dritter Ordnung %A,, welche o, im Punkte p, berührt und o, oseulirt. Dies 
folgt daraus, dass der Geraden eo, die Gerade p,p, und dem Schnitt von 


9, mit &0, die Ebene p,o, entspricht. 

Die Correspondenz auf g ist noch durch die projeetivische Beziehung 
einer Punktreihe auf eine Halbkette bestimmt ($ 8, 1 Schluss). Letzterer 
entspricht die Projeetion A von 4, auf o, vom Punkte p, aus; denn sie 
entspricht in der reeiproken Verwandtschaft zwischen & und o, dem Büschel 
der Geraden, welche die Ebenen von & auf e ausschneiden. — Tritt P’ 
an Stelle von P, so tritt an Stelle von A, ein Kegelschnitt (dies erkennt 
man aus I, da A in S, eine Normalkette entspricht und da durch die Be- 
ziehung von A auf den Strahlenbüschel (P’) die Curve A, auf diesen Büschel 
derartig bezogen ist, dass der P'P" zugeordnete Punkt in o, liegt). 

Liegen also P und P’ auf der Curve C, selbst, so ist die zur Er- 
zeugung dienende Correspondenz auf g durch die projeetivische Beziehung 
einer Punktreihe auf eine Kette zweiter Ordnung von S° bestimmt, wobei 
dem Punkte P’ die Reihe s,, entspricht. Umgekehrt beweist sich leicht, 
dass auf diese Weise immer eine Curve dritter Ordnung von der bisher be- 
handelten Art erzeugt wird. 


$11. 


Erzeugung der Curve nten Grades. 


Beweis des Satzes in $ 9 für den allgemeinen Fall: Das »-Punkte- 
system jeder Geraden /* durch P’ wird von P aus auf g, von P" aus auf 
g projieirt. Hierdurch wird zwischen S” auf g und S” auf g’ je eine 
eollineare Verwandtschaft V bestimmt, in welcher die Projeetionen derselben 
Gruppe von / einander zugeordnet sind. Zu jeder /® gehört eine V,. In 
diesen Verwandtschaften, einige specielle ausgenommen, entspricht einer 
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singulären Reihe $,, von S”, deren Häupter aus den vielfach zu zählenden 
Punkten P’ und P' bestehen, die Reihe s,, von S”, deren Gruppen die 
Punkte P' und P'" in derselben Vielfachheit gemein haben. 

Zu jeder Gruppe X der Kette K „ter Ordnung gehört eine Ver- 
wandtschaft V,. Die Gruppe Y, welche ihr in V, entspricht, heisse ihre 
zugeordnete. Es ist nun zu beweisen, dass die Gruppen Y ebenfalls eine 
Normalkette »zter Ordnung mit dem Centrum P’ bilden. 

Eine Gruppe X von K ist durch die Reihe r,,, welche sie mit der 
Hauptgruppe (P”) vereinigt, und die Reihe r,„_, — sie sei mit R, bezeichnet 
— einer zu K projectivischen (passend gewählten) Schaar von Reihen r,,_, 
bestimmt. Die zugeordnete Y findet sich als gemeinsame Gruppe der 
Reihe r,, mit der Hauptgruppe (P”) und der Reihe A,, welche in der zu 
X gehörigen Verwandtschaft V, den obigen Reihen r,, und AR, entsprechen. 
Die Reihen r,,, welche die Gruppen X mit (P”) vereinigen, bilden eine 
Reihenkette B von der (a—1)-ten Ordnung. >Sie haben mit der Reihe s},_.. 
wenn man von P' absieht, die Gruppen einer Normalkette (»a—1)-ter Ord- 
nung mit dem Centrum (P’) gemein. Diese Kette ist durch B auf den 
jüschel der /‘” projeetivisch bezogen, wobei der Gruppe (P”) die Gerade 
PP' entspricht. Durch die Reihen von B und ihre zugeordneten r\, ist 
jeder Gruppe der Kette von s;,_, eine Gruppe von s,„_, zugeordnet. 
Letztere Gruppen bilden, was aus der Gültigkeit des zu beweisenden Satzes 
für die ebene Uurve (»—1)-ter Ordnung folgt, ebenfalls eine Normalkette mit 
dem Centrum P”, Die den Reihen von B zugeordneten r,, bilden daher 
eine Reihenkette B’ (im allgemeinen) von der (»a—1)-ten Ordnung; hierbei 
sind die Unterreihen von s/),_, die Ueberreihen von derjenigen s,,, welche 
P’ als (a—1)-fach zu zählendes Haupt besitzt, in Bezug auf B.. 

Es soll jetzt eine solche Schaar von AR, angegeben werden, dass 
die zugehörigen R, einen Büschel /,, bilden. 

Bezeichnung: Die linearen Reihen s,,, welche den 4-fach zu zählen- 
den Punkt P? und den (»—1-—4)-fachen P' zu Häuptern haben, seien der 
Kürze halber mit S;, bezeichnet; in den Verwandtschaften V, entsprechen 
ihnen $S/}. 

Die Schaar der R, sei derart, dass durch sie die Reihen $/;, pro- 
Jeetivisch auf K bezogen werden. Diejenigen von ihnen, welche s;, als 
Grundreihe besitzen, seien dann projeetivisch zu einander, die zwei übrigen, 
auf welche die Grundreihen s}} und s{} vertheilt seien, perspeetivisch. Dies 
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gilt dann auch für die Grundreihen. Den Gruppen (P'P'P') von si! und 
(P'’P'P’) von s}ı sei hierbei die zu P'P" gehörige Gruppe /' von K und 
der Gruppe (P'P'P’) von s;; die Hauptgruppe (P”) von K zugeordnet. Aus 
dem Beweise des vorigen Paragraphen für den Fall »a=3 folgt dann, dass 
die Reihen AR, die Reihen $,,, welche s;; nicht als Grundreihe besitzen, 
projeetivisch auf die analogen von S° und perspectivisch auf einander be- 
ziehen. Mit den übrigen 8, haben alle AR, je dieselbe Gruppe gemein. 
ünthält letztere einen von P" und P'"' verschiedenen Punkt, so erkennt man 
leicht successive, dass durch diese Gruppen eine Reihe r,,_, und damit 
ein Büschel /,, bestimmt ist, welcher von den R, gebildet wird. Die 
Schaar der R, wäre folglich von der gesuchten Beschaffenheit. 

Die soeben entwickelten Beziehungen zu den Reihen $/;, würde ein 
Band B’ (»a—1)-ter Ordnung von Reihen r,,_, haben, dem folgende Eigen- 
schaften zukommen: Die Reihen r,„_, enthalten eine gemeinschaftliche Gruppe 
‘2 mit P' als (n—2)-fachen Punkte. B”" ist zu K perspectivisch (d. h. 
jede keihe enthält ihre entsprechende Gruppe). Die Reihe R,, welche 7' 
(die PP” zugehörige Gruppe) mit s,„_, vereinigt, gehöre B”"' an und ent- 
spreche 7. Die Reihen A,,, welche 42 mit den Unterreihen von s,,„_, ver- 
einigen, seien die Unterreihen von R, in Bezug auf BD". 

Erzeugung von B"". Die Reihe AR, enthält eine Reihe R,,„_., wel- 
cher Z' nieht angehört, von der Art, dass sie den Reihen r,,_, eines zu K 
perspectivischen Büschels D,, gemeinsam ist. K ist nämlich durch die 
collineare Zuordnung zweier Bündel /,,._,, deren Reihen die Gruppe T' 
bezw. (P”) gemein haben, bestimmt; R,,„_, ist hierbei die gemeinsame Reihe 
von R, und ihrer zugeordneten $ 7,6. Vereinigt man S;7' mit den Gruppen 
X von K durch Reihen r,;, so haben diese mit R,„_, die Gruppen einer 
zu K projectivischen Kette k,_, von der (n—2)-ten Ordnung gemein (dies ist 
im allgemeinen Falle so, da R, nur in besonderen Fällen *) S;7' enthält). 
Durch B,, ist S;T' projeetivisch auf X und damit auf k,_, bezogen. Ent- 
sprechende Gruppen dieser drei Reihen gehören derselben r,, an. — Die 
Reihen r,„_, von B” sind nun durch die projectivische Beziehung von 
S’7' auf ein zu k,_, perspectivisches Band B"” von folgender Beschaffen- 


*) Die besonderen Fälle hängen von der Specialisirung der Lage von P" ab. Der 
zu beweisende Satz hat es aber nur mit der allgemeinen Lage von P" zu thun. Die 
Gruppe Z’ hat also zu s.„-ı die allgemeinste Lage. 
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heit bestimmt. B””° ist von der (a—2)-ten Ordnung; seine Reihen r,,_, sind 
in R, enthalten und haben die Gruppe (2 gemein. Die Reihe AR,,, welche 
die der Gruppe Z’ zugeordnete Gruppe IT‘, von k,_, mit s}_, vereinigt, ge- 
höre B”” an und entspreche 7. Ebenso gehöre zu R,„_, die gemeinsame 
Reihe R’ von R, und s,._.. Dis Reihen A,, seien die Unterreihen von A,, 
in Bezug auf B"". — 2 ist als gemeinsame Gruppe (im allgemeinen Falle) 
von R,, und der zweidimensionalen Unterreihe von s,„_, bestimmt. 

Es soll nun gezeigt werden, dass die Frage nach dem Bande B 
auf die Frage nach einem analogen Bande B"”* in R,, führt. — R,, ent- 
hält eine Reihe r,,_, von R,„,, welche 7‘ nicht enthaltend den Reihen 
r.„_3 eines zu %k,_, perspectivischen Büschels erster Ordnung gemeinsam ist. 
In R,, sei eine beliebige Reihe R,„_;, welcher jene r,„_, angehört, ge- 
nommen. Der Büschel der Reihen r,„_,, welche AR, angehören und R,,_; 
gemeinsam enthalten, ist zu A,_, perspeetivisch; R,, entspricht 7‘. Die 
Reihe R,, vereinigt 2 mit s,... Die gemeinsame Reihe von R,, und 
$,n_' Sei Rı. Die Reihen AR,, und R, (beides Reihen von A,,) haben mit 
R,„_s je eine Reihe r,„_, gemein; die erste davon werde mit 7‘, und die 
zweite mit der Gruppe A, von A,_,, welche der Hauptgruppe (P”) von K 
entspricht, vereinigt. Man nehme nun irgend eine der mehrfach unendlich 
vielen (im Falle » = 4 einfach unendlich vielen) Reihen r,,, etwa AR,,. 
welche mit jener r„„_s und mit k,_, je eine Gruppe gemein haben. A,, 
befinde sich ganz ausserhalb R,,_; Wird R,, mit den Gruppen von Ä,_, 
durch Reihen r,, vereinigt, so bestimmen diese in R,„_,; die Gruppen einer 
Kette A,_; von der (a—3)-ten Ordnung. Aus der Annahme von A,, folgt, 
dass in der projectivischen Beziehung von k,_, zu k,_, die 7, bezw. A, 
entsprechenden Gruppen 7), bezw. A, in AR, bezw. AR, enthalten sind. 
R,„_; ist ferner seiner Annahme nach den Reihen r,„_, eines zu k,_, per- 
specetivischen Büschels erster Ordnung gemeinsam. Letzteres bezieht A, 
perspectivisch auf %,_.. Man erkennt, dass einander zugeordnete Gruppen 
von R,., Ak, und A,_, derselben Reihe r,, angehören. Hieraus folgt: 
b" ist durch die projeetivische Beziehung von A,, auf ein zu k,_, per- 
speetivisches Band B”"* (a—3)-ter Ordnung innerhalb von A,, von Reihen 
rn; mit der gemeinsamen Gruppe 2 bestimmt. B"”” muss R,, und R} als 
den Gruppen 7‘, und A, entsprechend enthalten. Die übrigen Reihen A, 
missen Unterreihen von R,, in Bezug auf B””” sein. 

B"” in R,, führt analog auf ein Band B"" in R,u.sf. (Die 
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Reihen von B""* haben nämlich mit der zu B"” gehörigen Reihe R,, die 
keihen eines Bandes (a—4)-ter Ordnung gemein. Geht man so weiter, so 
kommt man zum Schluss auf ein Band B', das aus einem Büschel erster 
Ordnung von Reihen r,, in R,„, besteht. AR,,_, ist die $), mit 2 
vereinigende Reihe, ist also von der zweiten Dimension. Von der Kette 
k,., gelangt man successive zur Kette %, d. h. einer Reihe r,, in R,,_;. 
R,„_, vereinigt 2 mit (P'). Die R,,-; und s,„_, gemeinsame Reihe ver- 
einigt (2 mit der P’ enthaltenden Gruppe von $S,,. R,,-, und die eben an- 
geführte Reihe enthalten die Gruppen von %,, welche 7‘, und A, von 4,_. 
entsprechen. B' ist der zu k, perspectivische Büschel erster Ordnung mit 
der Grundgruppe 2. B' genügt den ihm durch die Analogie gestellten 
Bedingungen. Hiermit ist für eine allgemeine Lage von /' das Vorhanden- 
sein eines Bandes B”"' von den verlangten Eigenschaften bewiesen. 

Die Reihen R,, welche den Reihen A, von B"' zugehören, haben 
also mit jeder $S/}, wenn A<n—2, dieselbe Gruppe gemein, und beziehen 
die übrigen dieser Reihen, $/” und S,' perspectivisch auf einander. Ge- 
hört keine jener Gruppen zugleich $//, und S//*' an*), was nur bei speecieller 
Lage von J' eintrifft, so bestimmen sie eine Reihe r,„_,; (man erkennt dies, 
wenn man diese Reihe successive entstehen lässt). Die Reihen A, bilden 
daher einen Büschel 5), erster Ordnung. 

B,, ist projeetivisch zur Reihenkette 5’. Der Reihe A,, welche 
(P”) enthält, ist hierbei S/”-' zugeordnet. Die Gruppen, welche entsprechen- 
den Elementen von B’ und B/, gemeinsam sind, bilden eine Kette K’ nter 
Ordnung mit S/' als erster Ueberreihe für (P”). — Um dies einzusehen, 
sei der Bündel B/„_, der Reihen, welche (P') gemein haben, derartig reci- 
prok auf s),_, bezogen, dass der Kette B’ das Band der Reihen s);_, zu- 


n,n—?2 
'In—1 


geordnet wird, wobei der Reihe $,’," die Reihe s,,_, entspricht. Der ge- 
meinsamen Reihe r,,_, von B’ und B,„-ı entspricht eine Gruppe von s, 


n.n—1} 
(# 


welche der in s!,_, nicht enthaltenen Axreihe «@ des Bandes der Reihen s;,_, 
angehört. « ist durch dieses Band projectivisch auf das Band der Reihen 
s'®_, und damit auf B’ bezogen. Ordnet man noch zwei Gruppen von « 


*) Tritt dieser Fall ein, so erkennt man aus der Betrachtung der zur Erzeugung 
der Curve dienenden Strahlenbüschel (P) und (P’), dass die Reihen AR, ausser $ noch 
andere Gruppen gemein haben müssen. 2”! geht in ein Band niederer Ordnung über. 
Mittelst dieses Bandes und einer projeetivischen Reihe r„ı lassen sich aber dann unend- 
lich viele Bänder (z—1)-ter Ordnung von der verlangten Beschaffenheit erzeugen. 
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den ihnen durch Vermittlung von B’ zugewiesenen Reihen von B},, (durch 
die obige Beziehung zwischen B,, und B) zu, so ist eine reeiproke Ver- 
wandtschaft zwischen S’* und S” bestimmt, in welcher den Reihen s;,_, die 
Gruppen von K entsprechen. K’ ist eine Normalkette mit dem Centrum 
P" — K' hat nämlich die Reihe S/7' (die (a—2)-te Unterreihe von s/),_,) zur 
ersten Ueberreihe für (P”). Ihre übrigen Ueberreihen für (P") sind zugleich 
die Ueberreihen von S/’' in Bezug auf B’ und damit Unterreihen von s‘}),_.. 
— Die Gruppen, in welchen die Schnittpunkte je einer Geraden durch P' 
mit der Curve »ten Grades von P" aus auf g’ projieirt werden, bilden also 
eine Normalkette »ter Ordnung. Jeder Geraden von P’ ist hierbei eine 
Gruppe von Ä’ zugeordnet. P" entspricht P'P". 

I. Besonderer Fall: P" gehört der Curve »ten Grades an. Die Gruppe 
T' ist in s,„_, enthalten, und damit fällt im allgemeinen die Reihe R, mit 
$,„_, zusammen. 52 gehört daher S}7’ an. Aus $ 9 „besonderer Fall“ er- 
kennt man mittelst Betrachtung der Grundreihen s;; und s’; von 877’ und 


21 n,1 
n—1 


"7, dass die Reihen AR, von B,, eine Gruppe von $/7' gemeinsam ent- 


halten. — Durch die projeetivische Beziehung von B}, auf B’ ist der Reihe 
r,„„nı mit der Gruppe (P”) die in ihr enthaltene Reihe S/'" zugeordnet; 
die Kette X’ ist daher von der (a—1)-ten Ordnung. 

Beweis: B,„_ı sei wie oben auf die Reihe s,,_, bezogen. Die Reihen 
r.n-ı, welche die Reihen s/;_, mit einer Gruppe vereinigen, bilden eine 
Reihenkette von der (a—1)-ten Ordnung. Die Reihe R,,, welehe die der 
gemeinsamen Reihe von B,, und B,,_, entsprechende Gruppe von s},_, 
enthält, sei von der Beschaffenheit, dass die Reihe ihrer mit den Reihen 
von k gemeinsamen Gruppen zur Reihenkette k projectivisch ist (es giebt 
solcher Reihen r,, einfach unendlich viele, sie sind in einer Reihe r,, ent- 


halten). A,, ist durch k projeetivisch auf das Band der s);_, und damit 


n.n—?2 


auf B’ und mittelst B’ auf den Büschel B,, bezogen. Ordnen wir noch 
zwei Gruppen von A,, den entsprechenden Reihen von B’ zu, so ist hiermit 
eine reciproke Verwandtschaft zwischen S” und S” bestimmt, in welcher 
der Reihenkette k die Kette X’ entspricht. 

Durch die Beziehung von B,, auf B’ ist DB), auf die Kette der Reihen 
r,., welche die Reihe $S,'' mit den anderen Reihen von B’ vereinigen. 
projeetivisch bezogen, wobei der Reihe von B,, mit der Gruppe (P') die 
(a—3)-te Unterreihe von s,„_, zugeordnet ist. Hieraus folgt, dass X’ für 
die Gruppe, welche sie von $,’' enthält, die Reihen r/,„_,, welche s/,_, und 
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ihre Unterreihen mit der X’ enthaltenden r,„_, gemein haben, zu Ueberreihen 
hat. — Kehren wir das Beweisverfahren um, so ergiebt sich: 

„Eine Kette X (a—1)-ter Ordnung vom »-Punktesystem der Geraden 
g enthalte von der (a—2)-ten Unterreihe von s,,„-ı eine Gruppe [(P’)P?] und 
habe zu Ueberreihen für diese Gruppe die gemeinsamen Reihen r,,_, von 
$,„_ı und ihren Unterreihen mit der X enthaltenden Reihe R,,_,- Die Strahlen 
durch P, welche die Gruppen von K projieiren, erzeugen mit den Strahlen 
des zu K projectivischen Büschels (P’) (wobei der Gruppe [(P")P’] die Ge- 
rade P'P entspreche) eine Curve »ter Ordnung, welche PP? in P berührt.“ 

Fällt die Reihe R,,_, mit einer Reihe s;,_, zusammen, so zerfällt 
die Curve in eine Curve (a—1)-ten Grades und eine Gerade durch P. Hier- 
aus folgt leicht: Verbindet man die entsprechenden Elemente einer Normal- 
kette (a—1)-ter Ordnung (vom (»a—1)-Punktsystem) und einer dazu projeec- 
tivischen Punktreihe derselben Geraden, wobei das Centrum sich selbst zu- 
geordnet sei, zu Gruppen, so erhält man eine Normalkette »ter Ordnung 
mit demselben Centrum. 

II. P'F und P" liegen auf der Curve nten Grades C,. Durch die Curve 
sind den Geraden durch P die Gruppen einer Kette X,_, (r—1)-ter Ordnung 
von S” zugeordnet, welche in der Reihe R,,_, enthalten seien, den Geraden 
durch P’ die Gruppen einer Halbkette 7 ($ 8,1). Zwischen R,,„-ı und s),._ı 
ist eine reciproke Verwandtschaft bestimmt, in welcher der Kette X,_, das 
Band der s/‘,_, entspricht. Der Bündel B der Reihen, welche die Haupt- 
gruppe (P") enthalten, sei derartig auf die Reihe AR,„_, reciprok bezogen, 
dass jeder Reihe r,, der leizteren diejenige Reihe von B zugeordnet ist, 
welche die der r,;: entsprechende Reihe von s,,_, enthält. In einer reeci- 
proken Verwandtschaft der in einander liegenden Punktsysteme S” und S’” 
auf g, durch welche der Bündel 5 von S” in jener Weise auf R,._. als 
Reihe von S’” bezogen und der Reihe s,,_, von S” die Hauptgruppe (P”) 
zugeordnet ist, entspricht dem Band der Reihen s;,_, von S”” die Kette K, 
»ter Ordnung. ÄK, ist eine Normalkette mit dem Centrum P’. Denn K,_, 
hat nach ]. die gemeinsamen Reihen von R,,_, mit s,„_, und ihren Unter- 
reihen zu Ueberreihen für die in R,,-, und der linearen Unterreihe von 
s.„_, enthaltene Gruppe. Einer Reihe von S”*, welche diese Gruppe oder 
eine ihrer Ueberreihen mit (P’) vereinigt, entspricht aber die gemeinsame 
Reihe von s,,_, mit einer Reihe von B, welche eine Unterreihe von s,.-ı 
bezw. die Hauptgruppe (P”) enthält. Die Kette B der Reihen r,,, welche 
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die Gruppen von K, mit (P') vereinigen, bestimmt mit s),_, die Gruppen 
einer Kette, welche sich auf die Halbkette H gründet. Denn diesen Grup- 
pen sind in der reeiproken Verwandtschaft von R,,„_, und s,„_, die Reihen, 
welche R,,_, mit den Reihen s;,_, gemein haben, zugeordnet. — Die Reihen- 
kette B ist auf den Büschel (P’) projeetivisch bezogen, wenn jeder Geraden 
durch P’ die Reihe r,, von B zugeordnet wird, welche die der Geraden 
entsprechende Gruppe von H enthält. Projieirt man die Gruppen jeder r,, 
von B auf ihre zugeordnete Gerade von P aus, so bilden hierbei die Pro- 
jeetionen der Gruppen von K, eine Curve C, „ten Grades, welche durch 
die Schnittpunkte von PP" mit C, geht (die Reihen von B, welche der 
Reihe s}„_, angehörige Gruppen von H enthalten, gehören nämlich s;,_, an). 
Projieirt man die Projectionen der r,, von B wiederum von P” aus auf g', 
so erhält man die Reihen r,, einer Kette B’ von der (»—1)-ten Ordnung; die 
r,, enthalten die Hauptgruppe (P"). Die Schnitte der Geraden von (P') 
mit C, werden nämlich von P” aus (nach I.) auf g’ in den Gruppen einer 
Kette (a—1)-ter Ordnung projieirt; dieselbe sei in der Reihe R/,_, enthalten. 
Die Reihen von B’ haben dann mit s,,_, die Gruppen einer Kette K/_, 
(a—1)-ter Ordnung gemein; in sie fallen die Projecetionen der Schnittpunkte 
der Geraden durch P’ mit der Curve C, von P” aus. K/,_, hat die gemein- 
samen Reihen von AR},._, mit s/,_, und ihren Unterreihen zu Ueberreihen. 

„Eine Curve »nten Grades stellt zwischen den Geraden durch zwei ihrer 
Punkte P’ und P" eine Correspondenz (»—1, »—1) her. Die hierdurch auf 
irgend einer Geraden g’ bestimmte Correspondenz beruht auf der projeecti- 
vischen Beziehung einer Punktreihe auf eine Kette X’ (a—1)-ter Ordnung vom 
(a—1)-Punktesystem, wobei dem Schnitt von g’ mit P’P" eine ihn enthal- 
tende Gruppe zugeordnet ist. K’ hat für diese Gruppe die Reihen, welche 
eine Reihe R,_,._, mit s,_,._. und ihren Unterreihen gemein hat, zu Ueber- 
reihen. — Umgekehrt wird durch eine derartige Correspondenz (n—1,n-1) 
zwischen den Büscheln (P’) und (P”) eine durch diese Punkte gehende 
Curve »ter Ordnung erzeugt.“ 

Zum Beweise des letzten Theiles des Satzes fügt man den Gruppen 
von K' je den Punkt (P”) zu und vereinigt die neuen Gruppen mit der 
Hauptgruppe (P") durch Reihen r,,. Diese haben mit der Reihe R},_,. 
welche von s,„_, die sich auf R,_,._. gründende Reihe enthält, die Gruppen 
einer Kette (a—1)-ter Ordnung gemein, So kommen wir wieder auf die Curve 
C,. Indem wir auf diese Weise in dem vorigen Beweise rückwärts schreiten 

34* 
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und indem wir schliesslich ? mit ?’ vertauschen, kommen wir auf eine 
Erzeugung der Curve, um die es sich handelt, nach Art des besonderen 
Falles 1. 


$ 12. 


Büschel von Curven. 

1. ©) und C! seien zwei Curven »ten Grades in der Ebene E. Die- 
selben werden mittelst der Geraden durch die Punkte P und P’' erzeugt, 
indem der Büschel (P’) projeetivisch auf die Normalkette K’ resp. K' auf 
der Geraden g bezogen ist. K’ und K' haben P’, den Schnitt von g mit 


PP', zum Centrum. Die Ketten sind zu einander projeetivisch. Die ent- 
sprechenden Gruppen derselben seien durch lineare Reihen r,, — wir be- 
zeichnen sie mit og — vereinigt. In den projectivischen Beziehungen der 
o auf einander, in welchen die Gruppen von K’, von K' und von s,„-ı je 
einander zugeordnet sind, bilden die einander entsprechenden Gruppen je 
eine Normalkette „ten Grades mit dem Centrum P’ (dem Haupte von s,._.). 

Beweis: Wir fassen X’ und K' sowie die Reihen o als zum (n-+1)- 
Punktesystem gehörig auf, indem wir jeder ihrer Gruppen den Punkt P’ 
zufügen. Die Reihen r,;,., welche die Gruppen von Ä' mit einer Gruppe 
I’ von $S”*' vereinigen, haben mit einer Reihe A,;,,. die Gruppen einer 
Kette A' gemein. A' ist projeetivisch zu K'. Hierdurch ist eine collineare 
Verwandtschaft zwischen A},,. und s,,,. hergestellt. Die Verwandtschaft 
($ 7,2) bestimmt ein Band B nter Ordnung von Reihen r,,,., welchem 
offenbar die Reihe R},,., welche Z’ und s,,,._. enthält, angehört. Die Ax- 
reihen & des Bandes, welche entsprechende Gruppen von 4 und Ä" ver- 
einigen, sind durch die Reihen r,,,. mit /’ projeetivisch (bezw. perspectivisch) 
auf die Reihen og bezogen, so dass den Gruppen der Reihen s,;1., Rızı. 
und A},,. die Gruppen von K', K' und s,,.„-ı zugeordnet sind. Hiermit 
sind diese Axreihen selbst zu einander projectivisch und zwar in derselben 
Weise, wie sie es vermittelst der Reihen des Bandes B sind. Den einander 
entsprechenden Gruppen der go sind daher je die in einer Reihe R* von B 
enthaltenen Gruppen jener Axreihen zugeordnet; diese bilden aber, da R* 
durch die Axreihen collinear auf s};,. bezogen ist, eine Kette k* »ter Ord- 
nung. Die Reihen r„;ı., welche sie mit /' vereinigen, bestimmen in $,,ı. 
eine Normalkette K®: eine Normalkette, da jeder Unterreihe von s),;,. die 
Reihe von R* entspricht, welche mit ihr und mit 7’ einer Reihe der nächst 


höheren Stufe angehört. 





Schumacher, die Punkisysteme auf der Geraden und ihre Anwendung. 269 


Jede Reihe X* ist durch die Reihen e projectivisch auf K’ und damit 
auf den Büschel (P’) bezogen. Hiermit sind einfach unendlich viele Corre- 
spondenzen (», n) zwischen den Büscheln (P') und (P) bestimmt. Diese 
geben einen „Büschel“ von einfach unendlich vielen Curven C;, welche 
jede Gerade / durch P’ in den Gruppen einer Reihe r,, schneiden; diese 
Gruppen bilden die Projectionen der Gruppen einer Reihe oe von P aus. 
Offenbar sind diese Reihen r,, durch die Ketten projeetivisch auf einander 
bezogen. 

Besonderer Fall: Haben die Ketten X’ und K' eine Gruppe gemein, 
welche sich selbst zugeordnet ist (d. h. schneiden die Curven €, und €, 
auf einer Geraden durch P’ dieselbe Gruppe aus*)) so ist die Reihe r,;,,, 
welche diese Gruppe mit Z' vereinigt, eine Axreihe von B. Die Gruppe 
gehört daher jeder der Ketten K* an. Ausserdem erkennt man, dass die 
Reihe A),,. von B eine Normalkette (a—1)-ter Ordnung giebt. — Die Cur- 
ven des Büschels schneiden also in diesem Falle auf einer Geraden durch 
P' dieselbe Gruppe aus; dem Büschel gehört eine Curve (»a—1)-ter Ordnung an. 

2. Die Curven C5 eines Büschels gehen sämmtlich durch die Schnitte 
zweier derselben. 

Sei P’ ein Schnittpunkt von C) und C! und schneide P’P die Ge- 
rade g in P', dem Haupte von s,„_,, so enthält s,„_, die der Geraden P'P'" 
zugeordnete Reihe oe. Alle Gruppen der letzteren enthalten somit den 
Punkt P'. Die Gruppen der durch den Büschel der Curven auf P'P” be- 
stimmten Reihe r,, enthalten also den Punkt P”. 

3. Durch jeden Punkt der Ebene E geht im allgemeinen eine Curve 
des Büschels. 

M sei ein beliebiger Punkt der Ebene, MP schneide g im Punkte P“. 
Die Gruppen der Reihen go, welche der gemeinschaftlichen Gruppe von s;,_; 
und der zu P'M gehörigen o zugeordnet sind, bilden die Kette K, welche 
die Curve durch M begründet; diese ist also im allgemeinen eindeutig 
bestimmt. 

Im besonderen Falle von 1. wird für einen Punkt der Geraden Z, 
auf welcher die Curven C; dieselbe Gruppe ausschneiden, die zu PM ge- 
hörige o unbestimmt. Z ist ein Theil einer C;. Umgekehrt bestimmt eine 





*) Kurzer Ausdruck für: bestimmen eine durch einen Bündel /,, charakterisirte 


Gruppe. 
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Curve „ten Grades mit Z und einer Curve (a—1)-ten Grades einen Büschel, 
dessen Curven auf Z dieselbe Gruppe ausschneiden. Zum Beweise nimmt 
man in der Reihe A,,;ı. (s. 1) eine /' enthaltende Kette »ter Ordnung an, 
deren Gruppen mit /’und je einer Gruppe der die Curve (a—1)-ter Ordnung 
begründenden Kette einer Reihe r,,,. angehören. 


4. Die Curven C# eines Büschels schneiden auf jeder Geraden die 
Gruppen einer Reihe r,, aus. 

Beweis: Der Satz ist nur für die Geraden durch ? zu beweisen, da 
an Stelle von P jeder Punkt treten kann. Die Correspondenzen (n,n) auf 
g, welehe die Curven C} begründen, beruhen auf der reeiproken Verwandt- 
schaft eines »-Punktesystems S” zu einfach unendlich vielen »-Punktesystemen 
S°* (S”" entspreche der Curve C}), welche in einander liegen. Die Systeme 
S’" sind collinear zu S”. Jede Reihe R* des Bandes B (s. 1.) vom (r+1)- 
Punktesystem auf g ist durch die Axreihen von B auf s,,,. und damit auf 
S” eollinear bezogen. Zu jeder R® gehört, wie aus dem Beweise von 1. her- 
vorgeht, ein System S°* derart, dass die Gruppen von R® und S® (diese mit 
dem Punkte P’ verbunden), welche je derselben Gruppe von S” zugeordnet 
sind, mit der Gruppe 7’ (s. 1.) je derselben Reihe r„,,, angehören. Be- 
trachtet man eine Reihe r,„_., etwa AR, nach einander als Reihe je eines 
der Systeme S°, so entsprechen ihr nach einander die Gruppen einer Reihe 
r„. Denn die Reihe R,,,., welche die Reihe % (als Reihe von s,,,„) mit 


n+1,n 
T' vereinigt, hat mit den Reihen R* Reihen r,;..., gemein, welchen von 
$,,,„. die Reihen eines Büschels B erster Ordnung zugeordnet sind. Jede 
Gruppe, welche R mit einer der letzteren gemein hat, gehört nämlich einer 
in N,;ı„ enthaltenen Axreihe an und ist somit allen diesen gemeinsam (in 
jeder R* entsprieht ihr eine Gruppe von R,,ı„). Jeder Reihe von B ist 
hierbei eine Reihe r„;ı._ı zugeordnet. Eine nicht zu s,,,. gehörige Ax- 
reihe von B, welche mit jener Reihe eine Gruppe gemein hat, enthält näm- 
lich von R,,,„ eine Gruppe, welche nur einer die Axreihe nicht enthalten- 
den Reihe von B angehört. Letztere enthält die betreffende r„,,._.. Der 
Büschel B gründet sich auf einen Büschel /,,; diesem entspricht in der 
Verwandtschaft zwischen S” und S” die Reihe r,, von S”, welche die nach 
einander der Reihe AR zugeordneten Gruppen enthält. Hieraus folgt, wenn 
man an Stelle von R eine der singulären Reihen s;,_, setzt: die Gruppen, 


welche durch die Curven des Büschels nach einander dem Schnittpunkte 
einer Geraden durch P mit g zugeordnet werden, gehören einer Reihe r,, 
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an; hiermit ist der Satz bewiesen. — Jeder Curve gehört eine Gruppe 
jeder dieser r,, an, und umgekehrt gehört jede Gruppe einer solchen r,, nur 
einer Curve an. 

5. Die Büschel von Curven C,, welche eine Curve »zter Ordnung 
je mit den Curven C, eines Büschels bestimmt (die Strahlenbüschel (P) 
und (P’) sind hierbei in ihrer bisherigen Funetion angenommen), bilden 
einen „Bündel zweiter Stufe“; ihm gehören die Curven jedes Büschels an, 
welcher durch zwei seiner Curven bestimmt ist. Durch die Curven des 
Bündels werden nämlich auf jeder Geraden durch P’ die Gruppen einer 
teihe r,, bestimmt, welche jede zwei ihrer Gruppen vereinigende Reihe 
r„, enthält. Die Verbindung einer Curve C, mit den Curven eines Bündels 
zweiter Stufe durch Büschel giebt einen Bündel dritter Stufe u. s. f., bis 
man zu dem Bündel gelangt, welcher alle Curven »ten Grades umfasst. 
Man zeigt allemal analog wie vorhin, dass jeder Büschel, welchen irgend 
zwei Uurven eines Bündels kter Stufe bestimmen, dem Bündel angehört. 
— Durch einen Bündel »ter Stufe werden die »-Punktesysteme der Geraden 
durch P' collinear auf einander bezogen. Nimmt man zur Erzeugung der 
Curven dieses Bündels an Stelle von P' den Punkt P", so werden nach 4. 
im allgemeinen auch die »-Punktesysteme der Geraden durch P” collinear 
auf einander bezogen. Jeder Gruppe auf einer derselben ist nämlich auf 
den anderen je eine Gruppe zugeordnet; den Gruppen einer r,, entsprechen 
wieder Gruppen von Reihen r,,. Ebenso sind die »-Punktesysteme auf 
den Geraden durch P’ durch den Bündel collinear auf die Punktreihen der 
Geraden durch P” bezogen. Ein Büschel von Curven ist also unabhängig 
von den Punkten P und P'. Die beiden collinearen »-Punktesysteme, welche 
durch den Curvenbündel auf der Geraden P’'P" bestimmt werden, je nach- 
dem man P’ oder P" zur Erzeugung der Curven benutzt, haben alle voll- 
ständigen Gruppen und damit alle Reihen r,„_, als entsprechend gemein, 
fallen folglich zusammen. _ Hieraus folgt: 

„Eine Curve „ten Grades bestimmt auf jeder Geraden eine einzige 
durch einen Bündel /,,_, charakterisirte Gruppe, unabhängig von der Wahl 
der Punkte P und P'.“ 

$ 13. 
Polaren. 

Durch eine Curve zten Grades C, ist auf jeder Geraden eine Reihe 

"„„—ı bestimmt, nämlich die Polarreihe der Gruppe, welche sie auf der 
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Geraden ausschneidet. Die Reihen r,,_,, welche von der Curve auf den 
(reraden durch einen Punkt P’' bestimmt werden, werden von einem Punkte 
P aus auf eine Gerade g in den Reihen eines Bandes B „ter Ordnung 
projieirt. Die Gruppen der Normalkette K, welche zur Erzeugung von 
C,, dient, haben nämlich diese Reihen zu Polarreihen. Das Band B enthält 


die Reihe s)„_,, deren Haupt P’, Schnitt von g mit PP', das Centrum von 
K, ist. — Die Gruppen der von C, auf den Geraden durch P’ bestimmten 
Reihen r,„_,, welche den Punkt P’ enthalten, gründen sich auf die Gruppen 
von Reihen r,_,._. Die Hauptgruppen (Ördnungspunkte) dieser Reihen 
bilden eine Curve ©,_, (a--1)-ter Ordnung. Denn die Reihen des Bandes B 
haben mit s,„_, die Reihen eines Bandes 5 von der Ordnung »—1 gemein; 
sie gründen sich auf die Projeetionen jener r,_,„_, von P aus. Die Gruppen, 
deren Polarreihen diese Projeetionen sind, bilden offenbar eine Normalkette 
(»a—1)-ter Ordnung k mit dem Centrum P”; sie dient mit den Punkten P’ und 
P zur Erzeugung von C,_,. 

Jede Gerade durch P’, welche einen Schnittpunkt von C, mit C,_, 
enthält, ist Tangente von C, in diesem Punkte. 

Denn entspricht dieser Geraden die Gruppe Z’ der Normalkette K 
und von k die Gruppe y, so ist Z’ und y (dieses mit dem Punkte P” ver- 
bunden) in derselben Reihe s‘,_, enthalten. Die Polarreihe von /’ enthält 
daher die Hauptgruppe (P”) und diejenige von y die Hauptgruppe (P*) vom 
(a-—1)-Punktesystem. Die Polarreihe von 7 enthält hiermit (P“) und 
((P°)P®), bei welcher Gruppe (P*) (n—1)-fach zu zählen ist; es gehört ihr 
also die lineare Unterreihe von si,_, an. Die Gruppe 7’ ist daher in der 
(n—2)-ten Ueberreihe von (P®) d. h. in der Reihe s/;_, enthalten, besitzt also 
zwei zusammenfallende Punkte. 

Die Curve C,_, heisse die „Polare“ des Punktes P’ in Bezug auf 
die Curve C.. 


$ 14. 


Erzeugung der Curve nten Grades mittelst Büschel von Curven (n—1)-ten Grades. 


Erster Satz: Ein Büschel von Curven C,_, (na—1)-ter Ordnung und ein 
zu ihm projeetivischer Strahlenbüschel erzeugen eine Curve nten Grades. 

Ein Büschel von Curven ist zu einer Punktreihe projectivisch, wenn 
die Reihe, welche die Curven auf einer Geraden ausschneiden, zu ihr pro- 
jeetivisch ist. 
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P sei das Centrum des Strahlenbüschels; der Geraden ZL' durch P 
sei die Curve C,_, zugeordnet. Die Curve C)_, je mit einer Geraden durch 
P zusammengenommen bildet einen Büschel von Curven »ter Ordnung; 
derselbe bestimmt auf jeder Geraden eine Reihe «, deren Gruppen nur 
einen veränderlichen Punkt besitzen (Axreihe des Bandes der singulären 
Reihen). Die Curven C,_, mit der Geraden L’ je zusammengenommen 
bilden einen Büschel von Curven »zter Ordnung, welcher auf jeder Geraden 
der Ebene eine Reihe s,, mit einem Haupte bestimmt. Die Reihen « 
und s,, haben auf derselben Geraden eine Gruppe gemein und sind pro- 
jeetivisch zu einander, wenn jeder Curve des ersten Büschels mit einer 
Geraden L durch P diejenige des zweiten zugewiesen wird, welche die zu 
L zugeordnete Curve C,_, enthält. Die den Reihen gemeinsame Gruppe 
entspricht sich selbst (denn Z’ ist C,_, zugeordnet). Die beiden Büschel 
von Curven »ter Ordnung sind in einem Bündel zweiter Stufe enthalten. 
Dieser bestimmt auf jeder Geraden eine Reihe r,.. Durch die Beziehung 
von r,, auf die Ebene ist jeder Curve des Bündels ein Punkt und jedem 
Büschel eine Gerade derselben zugeordnet und umgekehrt. Obigen Büscheln 
von Curven »ter Ordnung entsprechen hierbei zwei perspectivisch gelegene 
Punktreihen. Hieraus folgt: die Büschel, welche je durch zwei einander 
zugeordnete Curven der beiden Büschel bestimmt sind, haben sämmtlieh 
eine Curve »ten Grades C, gemein; auf ihr liegen die Schnitte dieser 
Curven. C, geht offenbar durch P und die Grundpunkte des Büschels der 
Curven (,_.. 

2. Schneidet eine Curve C)_, mit einer Curve ©, nten Grades 
auf einer durch den Punkt P von C, gehenden Geraden L’, von P ab- 
gesehen, dieselbe Gruppe aus, so gehört C)_, einem Büschel an, dessen 
Curven C,_, auf je einer Geraden durch P mit €, dieselbe Gruppe aus- 
schneiden. Der Büschel der Strahlen durch P ist hierdurch auf den Curven- 
büschel projeetivisch bezogen. 

Beweis: Die Geraden durch P mit der Curve C/)_, zusammengenommen 
bilden einen Büschel B von Curven »ter Ordnung. B bestimmt mit ©, 
einen Bündel B zweiter Stufe. Die Curven von ® bestimmen auf einer 
Geraden g eine Reihe AR,,, die Curven von B eine Axreihe « des Bandes 
der singulären Reihen, €, endlich schneide auf g die Gruppe /' aus. Die 
Reihe s,„_,, welche P’, den Schnitt von Z’ mit g zum Haupte hat, habe 


mit R,, die Reihe S,, gemein. $S,, und « sind durch die Reihen r,, von 
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R,., welche 7’ enthalten, perspectivisch auf einander bezogen. Jede Curve 
von ®B, welche eine Gruppe von $,, ausschneidet, zerfällt in Z’ und eine 
Curve C,_, (a—1)-ter Ordnung. Denn eine Curve des Büschels B mit der 
Geraden L als Theil bestimmt mit C, einen Büschel, dessen Curven auf L 
und Z dieselbe Gruppe ausschneiden ($ 12, 1). Die durch P’ gehende Curve 
dieses Büschels zerfällt aber in Z’ und eine Curve C,_,. Alle diese Curven 
bilden einen Büschel, da sie auf jeder Geraden die Gruppen einer r,_,, 
(auf welche sich s,, gründet) ausschneiden. Durch die Beziehung von « 
auf S,, ist offenbar der Büschel der Curven C,_, auf den Strahlenbüschel 
(P') projectivisch bezogen, so dass einer Curve C,_, die Gerade entspricht, 
auf welcher sie mit ©, dieselbe Gruppe ausschneidet. 

3. Mannigfaltigkeit der Curven nten Grades. Die Curven eines 
Bündels kter Stufe, welche durch einen Punkt gehen, bilden im allgemeinen 
einen Bündel (<—1)-ter Stufe. Man beweist dies leicht mittelst des Schlusses 
von z auf <-+1; der Satz gilt für <=1. 

), sei die Anzahl der Punkte, durch welche eine Curve (a—1)-ter Ord- 
nung bestimmt ist, welche auf einer Geraden eine bestimmte Gruppe aus- 
schneiden soll. Es lassen sich nach 2. auf einer Curve C, zter Ordnung 
, beliebige Punkte als Grundpunkte eines Büschels von Curven C,_, wählen, 
welche mit den Strahlen durch den Punkt P auf C, die Curve (©, erzeugen. 
Auf den Geraden Z und Z durch P schneide €, die Gruppen 7’ und 7" 
aus (von P abgesehen). Durch A+1 Punkte von C, ist eine Curve be- 
stimmt, welche durch P geht und auf Z und Z’ die Gruppen 7’ und Z” aus- 
schneidet. Nehmen wir a—1 Curven »ten Grades, welche durch P gehend auf 
L die Gruppe Z' und auf Z »—1 nicht zu derselben r,_,._, gehörige Gruppen 
ausschneiden, so ist durch sie ein Bündel (a—1)-ter Stufe bestimmt, dessen Cur- 
ven durch jene A-+1 Punkte gehen; er enthält auch alle Curven durch diese 
Punkte. Durch »—1 Punkte geht im allgemeinen eine Curve des Bündels 
(dies folgt aus Anfang von 3). Durch A+1+2-—1 Punkte ist daher im 
allgemeinen eine Curve festgelegt, welche durch P geht und auf L eine 
bestimmte Gruppe ausschneidet. Durch A-+r Punkte ist somit ein Bündel 
(a—1)-ter Stufe von Curven €, bestimmt, welche auf Z ausser P eine gegebene 
Gruppe ausschneiden. Durch A+r-+r Punkte ist hiernach im allgemeinen 
eine Curve „ten Grades bestimmt. Man erkennt leicht, dass +» die An- 
zahl der Punkte ist, durch welche eine Curve festgelegt ist, welche auf 
einer Geraden eine gegebene Gruppe ausschneiden soll. A beträgt 3 für 
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n=3. Im allgemeinen Falle ist daher 4 gleich der Anzahl der Punkte, 
in welchen sich » Gerade einer Ebene gegenseitig schneiden. 

Aus diesem Satze folgt, dass die hier definirte Curve von derselben 
Manmnigfaltigkeit ist wie die durch eine Gleichung »ten Grades analytisch 
bestimmte. Man erhält durch die gegebene Erzeugung alle algebraischen 
ebenen Curven „ten Grades und umgekehrt. Hiermit ist die Absicht, 
welche die Abhandlung mit der Anwendung der vorgeführten Methode ver- 
folgte, erreicht. 

Noten. 

Note 1 zu $2 S. 236 Bd. 110: Dieser Beweis lässt sich veranschau- 
lichen. Die Reihen s;, s3, und s5,, s;, lassen sich mittelst der Beziehung 
von S° auf die Ebene col- 


linear so auf die Ebene .. s 
beziehen, dass den Reihen, ER 

welche sie mit einander ge- : 

mein haben, in allen Be- / 


ziehungen dieselben Geraden 
in derselben Weise projec- 
tivisch zugeordnet sind. (Die 08 











collineare Beziehung zweier . 

Ebenen ist nämlich durch 

die Zuordnung zweier Paare $# 

von projectivischen Punkt- se: 
reihen bestimmt.) In der Fi- i 
gur besitzen die Geraden die ES | 

Bezeichnungen der Reihen, 5, no 


welche sie vorstellen. 

Note 2*) zu 8. 247 Bd. 110: Man erzeugt die Reihe r,,,., was die 
Absicht dieses Satzes ist, auch auf folgende Weise, die sich zur Anschauung 
bringen lässt: Man nimmt zum Zwecke der Construction in der Ebene eine 
singuläre zweidimensionale Reihe von S” (die mit dem Zweipunktesystem 
als Grundreihe nach dem Hesseschen Prineip in der Ebene dargestellt wird), 


*) Man vgl. auch: H. Thieme: Die Definition der geometrischen Gebilde durch Con- 


struction ihrer Polarsysteme. Zeitschr. für Mathem. und Physik, Bd. 24. — H. Wiener: 
Rein geometrische Theorie der Darstellung binärer Formen. Habilitationsschrift. Darm- 
stadt 1885. — de Paoli: Teoria dei gruppi geometrici e delle corrispondenze che si 


possono stabilire tra i loro elementi. Memorie delle Societa Italiana, Ser. III, t. VII. 


35* 
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deren Gruppen »—2 Punkte gemein haben, und fügt ihren Gruppen nach 
einander die Punkte der Geraden zu, so dass man eine Schaar von singulären 
Reihen von S”*' erhält. Die Schaar macht eine dreidimensionale Reihe S,,,, 
aus. S,,,, sei auf den Raum bezogen. Die Geraden, welche im Raume den 
Reihen entsprechen, die S} 12-1, Sir, SA.’ und S?,,._, mit S,,,, gemein 
haben, gehören derselben Ebene an (Note 1). Die Gruppen, welche den 
Punkten der Ebene entsprechen, gehören der durch S},,._ı und S},,._. be- 
stimmten Reihe r,,,. an. Setzt man an Stelle von S,,,;, alle analogen 
Reihen, so erhält man alle Gruppen von r,,1.- 

Dass S},,._, und S/,,.-ı eine Reihe s47,.-, gemein haben, ist be- 
wiesen, wenn gezeigt wird, dass jede Gruppe von S#,,._., welche P” ent- 
hält, S/,,._, angehört. Hierzu nehme man eine Reihe S,,,,; mit n—2 Häup- 
tern (worunter nicht P* und P?), welche diese Gruppe enthält. 

Auf dieser Erzeugungsweise beruht die in der Ebene vollziehbare 
Construction des (a+1)-ten Punktes zu » Punkten für eine Reihe r,;,., wenn 
letztere irgendwie (etwa durch +1 Gruppen von je a+1 Punkten) bestimmt ist. 

Note3 zu $6 S. 251 Bd. 110: Die „Gruppe“ im weiteren Sinne 
(welche im Falle des »-Punktesystems aus weniger als » Punkten bestehen 
kann) ist das eigentliche Resultat des unter dem Begriff Bündel /,,_, verstan- 
denen Gewebes von Operationsregeln. Die in der Arbeit angegebenen Opera- 
tionsregeln zielen alle (Reihen, Bündel u. s. f.) auf die Bestimmung von Punkten 
ab. Das Resultat des Bündels £,,_, bilden die Häupter der Reihen s;,_,, welche 
ihm angehören. Wird an Stelle von Bündel /,„-ı innerhalb einer Reihe 
von Operationen im Ausdrucke schlechtweg Gruppe gesetzt (Bündel zu 
denken), so muss, da dieselbe Gruppe das Resultat verschiedener /,,_, sein 
kann, eine Gruppe je nach der Operationsregel, welche sie nennt, verschie- 
dene Bezeichnung erfahren. Am Schluss der Reihe von Operationen hat 
die Gruppe ihren eigentlichen Sinn als Resultat. 

Note 4 zu $ 7, 8.253 Bd. 110: Die beste Definition (naturgemässeste) 
von „Band“ ist die: ein Band wird von den Reihen eines Aggregates gebildet, 
welche in einer collinearen Beziehung des Aggregates auf das gleichstufige 
Punktesystem seinen singulären Reihen von der höchsten Stufe entsprechen. 
Die Eigenschaften des Bandes »ter Ordnung leiten sich aus denen des 
Bandes der Reihen s;,_, ab. Die Eigenschaften dieses Bandes selbst kann 
man aber schon an den für die singulären Reihen gebrauchten symbolischen 
Bezeichnungen ablesen. 











Ueber Biegungscovarianten. 
(Von Herrn J. Knoblauch.) 


Wir gleichzeitig mit einer binären quadratischen Differentialform 
a,dW+2a,dude+a,dve” = A 
ein System von Functionen 


yu, v), (u, ®), 
durch Einführung neuer Variablen transformirt, so gehen bekanntlich gewisse, 
aus den Differentialquotienten dieser Functionen, sowie den Üoefficienten «a, 
und deren Ableitungen rational zusammengesetzte Ausdrücke in die formell 
gleichgebildeten über. Diese „invariablen Functionen“, unter welchen die 
von Beltrami eingeführten Differentialparameter an erster Stelle stehen, mögen 
im Hinblick auf die flächentheoretische Bedeutung der Form 


Edu-+2Fdudo-+Gdv’ — ds’ 


als Biegungscovarianten der Functionen Y, w, ... bezeichnet werden, während 
nach Weingartens Vorgang der Name „Biegungsinvarianten“ für solche 
Grössen der genannten Eigenschaft vorbehalten bleiben soll, welche nur 
von den Coefficienten a,,, aber nieht von willkürlichen Functionen abhängen. 
Die folgende Untersuchung beschränkt sich auf Biegungscovarianten einer 
einzigen Function 9. Die Ausdehnung auf ein System mehrerer Functionen, 
so weit sie der Natur der Sache nach möglich ist, bedarf keiner weiteren 
Ausführung. Auch ist ersichtlich, in welchen Richtungen sich die Resultate 
für quadratische Differentialformen von mehr als zwei Variablen verall- 
gemeinern lassen, wenn die grundlegenden Untersuchungen Beltramis und 
Christoffels in Betracht gezogen werden. 


I. 


Die Coeffieienten der quadratischen Form, welche aus der gegebenen 
durch Einführung neuer Veränderlichen (w, ©) hervorgeht, seien mit «;, 








278 Knoblauch, über Biegungscovarianten. 


bezeichnet, die Variablenpaare, wo es zweckmässig erscheint, auch mit (w,, %,) 
und (w,, %). Die vier Differentiale in der Gleichung 
(1.) = a,.du,du, u Zn du; du, Gkı,u=1,2) 
oder 
A=A 
sind durch die Gleichungen 


du, = 25". du, 





verbunden, deren Determinante 





Olu', u.) ie 
O(u,, u,) 
von Null verschieden ist. Vermöge der Transformationsformeln 
ou} ou) 
2. 4, = Fa, << 
( ) ik = Au u Our 


gilt für die Determinanten 
4142-4, =4, Aıdn— a, = a 
der beiden Formen die Gleichung 
(3.) Ya = 41'.Ya'. 
It «>0, wie in der Flächentheorie für A=ds’, so empfiehlt es sich, 
die Bezeichnung so zu wählen, dass 7’ positiv wird, und dann unter Ya, 


Ya’ die positiven Werthe der Quadratwurzeln zu verstehen. 
Wird gleichzeitig mit A eine zweite quadratische Differentialform 


b,dı-+2b.dude+b.doe’ = B 


transformirt, so ergeben sich die beiden algebraischen absoluten Invarianten 








0,8, > A, b,,+a,b 11 — HA B) 
(4 Een a); 
er | EEE 
de — A B i 
\ 4,4, — Be. ) 


Setzt man z. B. 
Op Op 
= (SF qu+ Po), 


wo g eine beliebige Function von « und v bedeutet, so wird, während 
K(A, dy”) verschwindet, 


6) BA, dp) = laule) 20. + an). 


Dies ist der Beltramische Differentialparameter erster Ordnung A}g. 
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Ausser dieser simultanen Invariante der quadratischen Form A und 
der linearen Form dp ist noch die lineare Covariante zu berücksichtigen, 
welche durch Bildung der Functionaldeterminante von A und dp in Bezug 
auf die Differentiale dw und do entsteht. Da diese Determinante sich bei 


der Transformation um den Factor #' ändert, so ergiebt sich mit Hülfe von 
(3.) der Ausdruck 


(6. 3 — (a u 4,» . ) du + (a. nn >. ) do | = p,du+gy,dv = ®, 


als absolute simultane Covariante. Ist g(w, ©’) der Werth der Funetion 
(u, v), in den neuen Variablen dargestellt, so können mithin die Gleichungen 


Op Op ou’ Op ov' ol; Op ou , Op Ar 
ou Ou or ou’ 0 0 8 ov' © 
durch 
Ö ov' ou’ ov' 
7. ia = — + o— 
CL.) pı= 915, “+; a PM tPR 


ersetzt werden. 


II. 


Zur Transformation der zweiten Differentialquotienten von p könnte 
man von der Gleichung 


2 


Pr 


p O’p Ey 2 Op ou’ Oo  O’p ir Op Su , Op O% 


4 ( p 
ou? du” “Ou 10.7, ou? 00’ Qu’ 


Ö 





Ou’öv' Su Au P  \ ou 


und den analogen ausgehen und die sechs zweiten Ableitungen der Variablen 
@« und ©’ mit Hülfe der Christoffelschen Formeln (dieses Journal Bd. 70, 
S. 49) eliminiren, welche aus den Transformationsrelationen (2.) abgeleitet 
werden können. Uebersichtlicher verfährt man, wenn man einen anderen 
Weg einschlägt, auf welchem diese Formeln nicht gebraucht werden, viel- 
mehr als Folgerungen erscheinen. In der Theorie der Flächen genügt jede 
der Cartesischen Coordinaten einem System partieller Differentialgleichungen, 
nämlich 


3 ui 
andre —: ae LX, 
0°’ “ m, 
Ba a Tr de TR 
ar "on —J, - >. NX. 


0? "! Qu 2 de 
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(Vgl. über die Bezeichnungen meine Einleitung in die allgemeine Theorie 
der krummen Flächen, S. 78.) Die Form dieser Gleichungen lässt es als 
zweckmässig erkennen, auch für eine beliebige Function von @ und ® an 
Stelle der zweiten Ableitungen von vornherein diejenigen Grössen einzufüh- 
ren, welche den linken Seiten analog gebildet sind. Es werde gesetzt: 





nn Die “2 Me. “ 
u = (1 
e op _A120p _y12 ze 
1.) Er 1 1 138 Do Pu 
22) 0 22109 _ 
Tagr --171 E -19 2:72 Pr 


Ilierin ist (nach Christoffelscher Bezeichnung) 








il BER 1 (: 0a, O4, 1 Oa,, ) 
313 See (- Bw Zu) ' 
i 12) 1 oa oa 

(% ) ne ee Ei er: ı A ° a; 

ae ' 1) a \2 9, ur: ) 
22) _ 1 ( 00, _1 90 Si) 
Eu a \a\ 2: Ou 9 u 5 

1 


22 12 i ’ ' 
während w 7. und | sich durch Vertauschung von « mit o, a,, mit 
A, ergeben. In allen Untersuchungen, bei welchen die ersten Ableitungen 
der Coefficienten a, vorkommen, hat man diese Grössen anstatt der Ab- 
leitungen zu verwenden. 


Es seien nun mit 9, diejenigen Ausdrücke bezeichnet, welche aus 
den Ableitungen von p und den Grössen a}, ebenso zusammengesetzt sind 
wie die 9, aus den Differentialquotienten von p und den Üoefficienten «,.. 
Zwei Gleichungen zwischen den sechs Grössen erhält man durch Differen- 
tiation der Gleichung 

(3.) D.p . ANY, 
welche die Covarianz des Differentialparameters erster Ordnung ausdrückt. 


Es folgt, mit Benutzung der Ausdrücke der Ableitungen = durch die 
I 


. hu . ' A 
(Frössen nd unter Fortlassung des unteren Index der Differentialparameter: 








a ET TRET (au an zu) Pn] 
D2 OV u y (a 22 BE u —(Ao u, Pat (a, Do —(42 5) Pr s 
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d.h., wenn die durch I. (6.) definirten Grössen g,, 9, eingeführt werden: 

















[198% 1 
Er Tr RC ud 220) 
(E.) l184% - ı 
TE ae ıyaTtYı'yı2)» 
era = Va PP Pr Pı2) 
Mithin sind die beiden gesuchten Gleichungen: 
1 .. 5, ; in . 
Ta M9n-ppı) = Tr APR PP) I + Pippi) 5 } 
(9.) 1 F o’ 
E7 Ta PP PP) = Tl (Pi Pr Pr pi) S Hp) Er 


Eine dritte ergiebt sich, wenn ausser der Function p(w, ev) noch eine andere, 
v(u, vo), zusammen mit der quadratischen Differentialform transformirt wird. 
Man erhält dann eine neue Biegungscovariante 
1 Ö ‚ D ’ Ö 
N rel FE ES) +0 3 0) 


1 90 © op Ou du © 2 u Ou)J’ 


welche mit dem Beltramischen Zwischenparameter identisch ist, und die 
Gleichungen, welche durch Differentiation von 


(9, y)=Alp, y) Ayv=ay 
entstehen, geben vier weitere Beziehungen zwischen 9,1, Pır, Par, Yır, Ya, 
Y,„ und ihren entsprechenden Grössen. Sie können nach Analogie von (9.) 
sofort hingeschrieben werden, wenn man noch die Ausdrücke 











f oD 9, U — -r- BER 4 
( ) | 1 
| ( ) == Ya (p, Va P:WYı: Va Ws; 912) 


hinzunimmt. Eliminirt man nun die Grössen w, aus den vier letzten Rela- 
tionen, so folgt mittels der Gleichungen I. (7.) die Formel 





1 ’ Be u. 
(7.) a (W Pu Zw, Y, Pot pr) no Er Zw, Yv, P12 + v, p2). 
Die Gleichungen (5.) können dadurch in eine symmetrischere Gestalt gesetzt 
werden, dass man sie mit — TR er . Ta Pi; dann mit — Fra Ze w, multi- 
a 
plieirt und jedesmal addirt. Er u 
1 1 2 on .: 
(8.) — (Pu 2PprPıpırtPipr) m  (P Pu —2P:PıYıa+ Pı Pa), 
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& 
— (PrY: Pu (pytpW)Ppio+ p,W, 2) 
(9. | 





1 ' ! ! ! ! ! ! ! ! ! 
| ee (p.W; Pn—(prWwıt+YPıW;) Pat YıYyı Pa). 


Aus (8.), (9.) und (7.) könnten @,,, $ı2, 2» berechnet werden. Das Resultat 
ergiebt sich in einfachster Form, wenn man beachtet, dass die linken Seiten 
dieser Gleichungen sich als simultane Invarianten der quadratischen Diffe- 
rentialform 

(10.) pudW+2y.dudv+y.dv” = ®, 
der Form A und der drei Formen ®), ®,W,, Y5 darstellen. Setzt man 
allgemein 


1 i 
(11.) 7 Puer—2bi206» +26.) un HB, m), 


so sind diese Invarianten mit 
H,(®, ©), H,(®, ®&,W,), Hd, W 


zu bezeichnen. Nun gilt, wenn noch 
(12) a = Die, W 
gesetzt wird, die Identität 
(13)  4,®, &)W—2H,(®, 9, Y,)Y,®,+H,®, Y)b; = D,(y, w)®. 
Sie liefert in Verbindung mit (7.), (8.), (9.) und der Covarianz der Func- 
tionaldeterminante, nämlich 


(14.) D,; Y) Run. D,(, w), 
die Relation 
(15.) = ©. 


Aus den Voraussetzungen 
a,dw+2a,dudve +ta,de’ = a/, du +2a},du' do’ + a,,dv"”, 
peu, v) og pw‘, v) 
folgt mithin die Gleichung 
(15°) Yudw+2p.dude-+gpndv = pudu + 2p1,du' dv’ +Y},do”. 


Mit anderen Worten, die Grössen Yu, Pi, Pa» genügen den Transformations- 
formeln 


ar“ BEE ER Ou;, Ou,, 
(169 Ya = Pin u Our. 


A. 
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Im Besonderen wird für =w: 


! 11)’ ! 127’ N) (221' 

mei ee vr tıjn 
und für g=v': 

11r’ 12) ' ’ (22) 

M=-loh =-1o|; Dame 


Für diese Annahmen gehen die Gleichungen (16.) in die Christoffelschen 
Formeln über. 


Die beiden simultanen Invarianten der Formen A und ® haben die 
Ausdrücke 





f ) 
— 0, 9,5 — 20,91, 70, 7,, 

BRBN ®) er a..a a ee . 

11 232 12 


(17.) 





K(A, 6) — FuPfa Fir. 


92 
Qa,,9,, 4,5, 


Die erste ist nichts anderes als Beltramis Differentialparameter zweiter 
Ordnung A:9. 


Ill. 

Von der Form ® ausgehend, kann man für die höheren Differential- 
quotienten von ohne weiteres Transformationsformeln finden, welche, 
wie die eben aufgestellten (16.), bloss die ersten Ableitungen von « und ®' 
nach # und » enthalten. Man hat zu diesem Zweck nur das Verfahren 
Christoffels anzuwenden, welches ich bereits früher gelegentlich einer spe- 
eiellen flächentheoretischen Untersuchung auf die simultane Transformation 
zweier quadratischen Differentialformen ausgedehnt habe. Christoffel hat 
(a. a. 0. S. 57) nachgewiesen, dass man aus einer u-fach linearen Form, welche 
gleichzeitig mit A transformirt wird, stets eine (u+1)-fach lineare covariante 
Form ableiten kann. Für den vorliegenden Fall ist « zunächst gleich 2, 


und die bilineare Differentialform, von welcher auszugehen ist, hat den 
Ausdruck: 


(1.) Pududu+gYp,(dudo+dodu)+gY,dedv = F. 
Führt man die Bezeichnung ein: 
Opix “ kl il 
(2.) u [}; | Por Wien] — Pins a 70 
so ist 
(3.) Zpdu,dudu, = %; 


36* 
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eine Covariante, d. h. es gelten die Relationen: 


= ‚, om, ou, Ou, 
(4.) Pin = Poor u; du m. 





Dieses System, welches wegen p, = %;, d.h. Pu = Par, sechs verschiedene 
Gleichungen enthält, liefert jedoch insofern zuviel, als die Anzahl der zu 
transformirenden Differentialquotienten dritter Ordnung nur gleich vier ist. 
Setzt man aber die drei, in der trilinearen Form %, vorkommenden Diffe- 
rentiale einander gleich, geht also von %; zu der zugehörigen Form 


(5.) ZY,.du,du,du, = ®; 


über, so erhält man die 'Transformationsgleichungen genau in der richtigen 
Anzahl. Wird 


(6.) Pın = Pyw; Pirat 29a = Pa; Paat 2pa: = BIC FOR Ps = Pu 
bezeichnet, so lässt sich schreiben: 

(9°.) ®, = ER 78 Ara P,„du'de*, 
und die aus (4.) folgenden Relationen zwischen den Grössen p,, und 9), 
geben die T'ransformationsgleichungen für die dritten Differentialquotienten 
von in der verlangten Form. Dies Verfahren fortsetzend, gelangt man 


zu einer Reihe binärer Formen ®,, ®,, ..., allgemein 
(7.) db, = A ni Mar P,„du’ dor, 

welche aus den, nach dem Christoffelschen Schema zu bildenden Formen 
Sn Yo... därch Gleichsetzung der verschiedenen Differentiale hervorgehen 
und vermöge der Gleichung 

®, = b, 
die Transformation der höheren Ableitungen liefern. Jeder Coeffieient 
$;. (A+u=r) enthält eine Ableitung vter Ordnung. Das Bildungsgesetz 
dieser Coefficienten kann, wie leicht zu sehen, sehr vereinfacht werden, 
wenn eben, wie hier, nur die binären, aber nicht die mehrfach linearen 
Differentialformen in Betracht kommen. Bei grundsätzlicher Anwendung der 
eben benutzten Bezeichnung würde noch 


op 6) 
Das = (yo; I = Qu; dp = D,, 


und in (10.) 
Pı = Po; Pi >= Pıı Par on 9=b, 


zu setzen sein. 
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Auf Grund dieser Umwandlung der Transformationsrelationen ergiebt 
sich nun für die Biegungscovarianten eine einfache und häufig brauchbare 
Darstellungsform. Wie man die Gleichungen für die Biegungscovarianten 
bis zu einer bestimmten, der »ten Ordnung, auch bilden möge, so erscheinen 
sie jedenfalls als Folgerungen aus dem Gleichungssystem, welches man 
erhält, wenn man aus 


y(u, v) = ya‘, v) 
roh 
ou 
Transformationsgleichungen (I. (2.)) bis zur (a—1)-ten Ordnung hinzunimmt. 
Und zwar sind aus dem Gesammtsystem die Ableitungen der Grössen u 
und v' zu eliminiren. Denkt man sich die Elimination nur bis zu den 
Differentialquotienten zweiter Ordnung einschliesslich ausgeführt, so entstehen 
Gleichungen für die Ableitungen von %, welche, wenn sie unabhängig sind, 
ihrem Inhalte nach mit den, aus 


(8.) b, b, (=1,2,..,n) 


folgenden Transformationsrelationen übereinstimmen müssen. Allein die An- 
zahl jener Gleichungen ist zunächst grösser als die Anzahl der Differential- 
quotienten selbst. Denn bildet man die Ableitungen der Grössen «, v’ von 
der dritten Ordnung an durch Differentiation der Christoffelschen Formeln, 
welche als die Auflösungen der ersten Derivirten der Transformationsglei- 
chungen nach den Ableitungen zweiter O:dnung betrachtet werden können, 
so erscheinen diejenigen von ihnen, welche auf verschiedenen Wegen her- 
gestellt werden können, auch unter verschiedenen Formen, und liefern daher 
beim Einsetzen auch verschiedene Ausdrücke für die Ableitungen von g. 
Nun werden bekanntlich durch die Gleichung 


(9.) E,=-K 


a’ y 


t ” . . . 
alle Differentialquotienten en (,+u=.n) ableitet und die Derivirten der 


wo K, die Gausssche Invariante der Form A bezeichnet, und durch die 
Reihe ihrer Derivirten bis zur (a—3)-ten Ordnung die Integrabilitätsbedin- 
gungen für jene Differentialquotienten dargestellt. Nimmt man diese hinzu, 
so werden auch die Differentialquotienten von g eindeutig bestimmt, und 
die für sie geltenden Gleichungen lassen sich durch die vorher genannten 
Transformationsrelationen ersetzen. Die hinzuzufügenden Derivirten der 
Gleichung (9.) können dabei selbst, nach Entfernung der Ableitungen zweiter 
bis »ter Ordnung von « und eo‘, successive durch Gleichungen zwischen 
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binären Differentialformen: 


(10.) Kı = Kı, u. K,= K,_; 
ersetzt werden, in welchen irgend eine Form K, aus K, ebenso gebildet 
ist wie ®, aus @. 

Eliminirt man nunmehr die ersten Ableitungen von « und e’' aus 
den, zu (8.) und (10.) gehörigen Transformationsrelationen in der Weise, 
dass Gleichungen der Form 

oJ 
entstehen, so ist der Ausdruck J, wenn er überhaupt Ableitungen von 
enthält, eine Biegungscovariante dieser Function, in welcher die Grösse K, 
entweder gar nicht oder nur in ihren Ableitungen vorkommt. Alle Biegungs- 
covarianten erhält man in bekannter Weise mit Hinzunahme der Gleichung 
(9.). Andererseits ist aber J eine Invariante (im gewöhnlichen Sinne) des 
Formensystems A, ®,, K,. Mithin redueirt sich die Frage nach den Bie- 
gungscovarianten auf das Grundproblem der algebraischen Invariantentheorie. 


IV. 

Flächentheoretische Untersuchungen führen darauf, eine Function 
durch das gleichzeitige Verschwinden zweier Biegungscovarianten zu kenn- 
zeichnen. Es sei die Aufgabe vorgelegt, zu entscheiden, ob ein gegebenes 
Linienelement auf die Liowvillesche Form gebracht werden könne, d. h. ob 
Variablen «= y(u, ev), ve = w(u, v) existiren, für welche 

ds’ = Edw-+2Fdude-+ Gdv’ 
in die Gestalt 
(1.) ds? = (U'— V’)(du” +do”) 
übergeführt werden kann. Ist zunächst («, vo’) überhaupt ein isometrisches 
System, so dass bei passender Wahl der Parameter: 


ds? = E'(du” + de”), 


so hat man nach Beltrami (Giornale di Matematiche, Vol. 2) 


(2.) Au=Ayp=(, 
(3.) A.(®, u‘) vun Alv, p) =). 
Für die Liouvilleschen Flächen tritt die Bedingung 
O’E' 


(4) du =! 





Knoblauch, über Biegungscovarianten. 287 
hinzu, in welcher die Differentiationen nach « und eo’ durch solche nach 
und v zu ersetzen sind. Nun ist für F=0: 


a 
Au Dip’ 
und für irgend eine Function 


ul: ER PN 
zu, e) = x(u, ©) 
gelten, ebenfalls nach Beltrami, die Gleichungen: 


(ö } % na D(9, x) 04 ae Ay, D. 
= - Do ’ Wi Diy 


Sie liefern für 2 = Ka u]: 


1 
(6.) 5 al 9) ar 
Em Ag = W, 
n a A» \\ 
6 au Du 


Die Bedingung (4.), in der Form 


Ay, ») = OÖ 


geschrieben und mit (3.) verglichen, besagt, dass » eine Funetion von y 
sein muss: 


1 
A(g, ) 
(8.) N 2 f(g) 
A'p ii a 
Ist also das’ gegebene Linienelement ein Ziowvillesches, so giebt es eine 
Function 9, welche gleichzeitig den beiden Gleichungen ( 


3 
2.) und (8. 
genügt. 


(seht man umgekehrt von den beiden Annahmen 


(9,) 


So = 0) 
und (8.), d. h. 
l 
Se, Are) 
D\Y, An = 0 
oder 
D(g, D' 
(10.) D.(y, a) = 0 


aus und setzt = w, nimmt ferner die Schaar v’ = C’ orthogonal zu W = C 
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so dass F'=0 wird, so erhält man 


BR oE _g 
Int aan 


mithin 
G' PR Eyg(v'), E BEN U— V', 
ds’ = (U’-V’)\(du”+g(o')’do”). 


Die Bedingung für die Möglichkeit der Transformation eines Linienelements 
in die Ziowvillesche Form stimmt also überein mit derjenigen für die Existenz 
einer Function 9, welche die beiden simultanen partiellen Differential- 
gleichungen zweiter und dritter Ordnung (9.) und (10.) befriedigt. 

In ganz ähnlicher Weise kann man z. B. für die Bonnetschen Flächen 
verfahren, für welche das Quadrat des Linienelements auf die Form 


du’ +do"” 

(U+V') 

gebracht werden kann. Man hat nur in der Bedingung (4.) E' durch E 
zu ersetzen und erhält dann 


(11.) ds = 





IKT 
(12.) Se = 0) 





oder 

En. ch an 

(A’p)} 

als diejenige partielle Differentialgleichung, welcher die Function ausser 
der Bedingung (9.) zu genügen hat. Diese Gleichung ist in den Ableitun- 
gen zweiter Ordnung, die hinzutretende in beiden Fällen in denen der 
dritten Ordnung linear. 

Zu einer befriedigenden explieiten Darstellung der Kennzeichen der 
in Rede stehenden Flächen wäre eine genaue Kenntniss der Relationen er- 
forderlich, welche bewirken, dass das Verschwinden mehrerer Biegungs- 
covarianten einer und derselben Function das Verschwinden von Biegungs- 
invarianten des Linienelementes nach sich zieht. Eine directe Elimination 
von a, wenngleich der Herstellung von Biegungsinvarianten aus den Formen 
(1.) und (11.) und Elimination von U’, V’ vorzuziehen, führt bei dem 
jetzigen Stande der Theorie der partiellen Differentialgleichungen zu un- 
übersichtlichen Resultaten. 








(13.) D, (9, 
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V. 
Wenn man auf einfachem Wege die fundamentale Biegungsinvariante, 
K,, als solche nachweisen will, ohne Begriffe einzuführen, welche der 
Transformationstheorie fremd sind, so erweist es sich als zweckmässig, die 
willkürliche Function x beizubehalten und von den Gleichungen III. (4.) 
auszugehen. Es werde die Differenz der beiden Grössen Y;,, und ,. ge- 
bildet, welche dieselbe dritte Ableitung von g enthalten, Setzt man k=1, 
!=2, was offenbar ausreicht, so wird 
' ou Ou, Ou, On; er 


(DD: 2 | D - - —_—— _ — 
Pa” Paı = Por Ou,; \Ou, Ou, Ou, On, 


P,g;r 
! 
’ ou), 

= 1. Z(Ppı2— Pa) a. 3 
p i 


mithin wegen Ya = 1'.Ya': 


1 “ 1 ! N Ou), 
(1.) Ta Pr Pan) er Er (Pri2— Pi) = 
Hieraus folgt, dass 
1 n 
(2.) z Ya (Pira—P)du, =} 


eine lineare Covariante von A und ® ist, welche als Weingartensche be- 
zeichnet werden soll [vgl. die Festschrift der Trechnischen Hochschule zu 
Berlin, 1884, S. 19—20]. Bei der Ausrechnung erhält man für die Coef- 
fiecienten die Form 
ö 
(3.) PP u 2A = . 


v U, 


nd .. ® Y .. v 
wo die Ausdrücke A, allein von den Grössen !“ | und deren ersten Ab- 


0 
leitungen abhängen. Zu der Gaussschen Invarianz gelangt man dann ent- 
weder, indem man die Weingartensche Gleichung F=F’' noch für eine 
zweite Function w ansetzt und in Bezug auf die Differentiale die Functional- 
determinante bildet; oder durch den Nachweis der Gleichung 


F= K.9.. 
mit Hülfe der aus 
O’@yr O°’a;; | 
ud dedu EIN 


folgenden ltelationen. 
Logau, October 1892. 
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Ueber Transformationen von Differentialgleichungen. 
(Von Herrn Paul Stäckel in Halle a. S.) 





I. 


/u dem für die Theorie der linearen homogenen Differentialgleichun- 
gen so wichtigen Begriff der Differentialinvarianten ist man vermöge der 
Bemerkung gekommen, dass die Gleichung: 


d” dr—! d 
1) DS te) rt Ps) + Pula) y = 0 


bei der Transformation: 


(T.) = fl) y=9o)n, 
worin f($) und g(5) beliebige Funetionen von $ sind, in eine Gleichung 
derselben Form: 


, d" Pr ac a r 
2) In)= Je +1,68) u +++, = +A,6@).n = 0 


übergeht. Als Differentialinvariante von D(y) ist daher jeder aus den ÜCoef- 
ficienten P,, Pr, ..., P, gebildete Ausdruck zu bezeichnen, welcher bei 
der Transformation (T.) in den ebenso aus den Coeffiecienten der transfor- 
mirten Gleichung IZ,, IJ;, ..., ZZ. gebildeten bis auf einen allein von der 
Transformation abhängigen Factor übergeht. 

Diese Definition der Differentialinvarianten leidet an einer gewissen 
Willkürlichkeit, denn es ist denkbar, dass noch andere Transformationen 


z=f(S, n), y=9(5 n) 


existiren, welche auf eine beliebige lineare homogene Differentialgleichung 
mter Ordnung angewandt wieder eine solche Gleichung ergeben, und wäre 
dies der Fall, so müsste der Begriff der Differentialinvarianten entsprechend 
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verallgemeinert werden. Es dürfte daher von Interesse sein, dass, wie im 
ersten Abschnitte dieser Abhandlung bewiesen wird, sobald m — 2 ist, jene 
Eigenschaft allein den Transformationen (T.) zukommt, für welche sie also 
characteristisch ist. 

Ehe ich zum Beweise übergehe, glaube ich folgende Bemerkung 
vorausschicken zu sollen. Wie bei der Transformation der algebraischen 
Formen, bei welcher zuerst der Invariantenbegriff aufgetreten ist, die Unter- 
suchung der Formen mit allgemeinen Coefficienten wesentlich verschieden 
ist von derjenigen der Formen mit speciellen Coeffieienten, so ist auch bei 
der Transformation der Differentialgleichungen ein entsprechender Unter- 
schied zu machen. Im Folgenden handelt es sich, wie dies in der T'heorie 
der Differentialinvarianten bisher immer geschehen ist, um lineare homogene 
Differentialgleichungen mit allgemeinen Coeffiecienten und um T'ransforma- 
tionen, welche, auf irgend eine solche Gleichung mter Ordnung angewandt, 
stets wieder eine Gleichung derselben Art ergeben. Dagegen giebt es, 
wie ich ausdrücklich hervorheben möchte, für Gleichungen mit speciellen 
Coefficienten stets ausser den Transformationen (T.) noch andere Trans- 
formationen, vermöge deren man wieder eine solche Gleichung erhält; denn 
ist y, irgend ein Integral von D(y) = 0, so geht diese Gleichung durch 


e=8, y-ntyı 
in eine Gleichung der Form /(n)=0 über. 
Aus den allgemeinen Transformationsgleichungen: 





























(3.) z=f(&, nn), y=9g(, n) 
folgt: 
og dn 
dy __On_dS +7 ” Y, 
de  öf dn ern 
On d& an ne ÖE 
of _dn i 1. A BR. 
d’y > e- dE + ar Y, * on de +5F) & Y. 
m ar un war: Ph A 
e- de + 7: =) ( er DE 
und es wird daher: 
ai: “ 4=1,2%3,...) 
dx er of dn er ) n=1l,23... 
O4 46 7 38 


37* 
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a ; r d d’ d’n » a 
wo Y, eine ganze rationale Function von # Ze er = ist; höhere 


s 





Ableitungen von n kommen darin nicht vor. 


Werden diese Ausdrücke für z, y, i. 24 WAS Zr in D(y)=0 ein- 


dx 
of = 2 "r 
m + ÖE r eine 


Differentialgleichung für 7, deren linke Seite eine ganze se Function 


gesetzt, so ergiebt sich nach Multiplication mit (= 


s dn d’n d"n : IE ORT. 
von ge gr ist, nämlich; 
; „(cf dn = 7 en of y 
Y ‚ Fr I ie + re) + B.- ‚P; (2, er 35) u wie 
of .dn 2) 2m—? of dn of Zm—1 £7 
«+ Y,P.- On d& 4.2) +P.,g On de +38) = (0 

Wo kommt in dieser Gleichung a ‚ die höchste Ableitung von n, 

vor? In Y, ist der Coefficient der höchsten darin enthaltenen Ableitung 
u dn 
von n, nämlich 7 
en 
on 
2 

In Y, ist entsprechend der Üoefficient von in 


Dit ff 09 _ 9 HF. 
i o£ On OE m’ 

diese Funetionaldeterminante darf nicht identisch verschwinden, was für das 

Folgende wichtig is. Für «3 gilt, dass erstens Y, eine lineare Func- 


dı 
7 wie schon Y, und Y,, ist, und zweitens der Coefficient 7, 


tion von FIT 
d# ' 
von TEE der Gleichung genügt: 
SE 2... of 
De ur zu Dur 


Hieraus aber folgt sofort: 


| _(f dn - u 09 of og > 
HA, = er de En on Om 8& 7 ee 


” ” “ * . . ® * ” ad” 
Die transformirte Differentialgleichung ist also linear in . und der Coef- 
> 


fieient davon, //,, ist nicht identisch gleich Null. Mithin lässt sie sich in 
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der Form schreiben: 


dn d" Im of dn of \ 
m 8“ EI 9 JEm—i ( on di 7 SF: ) 
d n de 27 +P y ra = - 6“); 
de” H,, l m—1 H. u 
of dn of ım—: { of dn of a: 
r + m—ı1#1 i H,.. + mg H, 


dabei bedeutet 


. " i dı : 
eine ganze rationale Function von TE? welche ausserdem in 


ihren Coeffieienten $ und n enthält. 


Nunmehr soll die Voraussetzung benutzt werden, dass die durch die 
eben hingeschriebene Gleichung definirte Funetion 7 auch einer linearen 
homogenen Differentialgleichung: 


dn 


dE 


d"n ar-!n | 
4(n) E; den +1, de" -. ee Il, 1 /I, N —() 


genügt. Hieraus folgt, sobald m 2 ist (der Fall m=1 wird später be- 





sonders untersucht werden): 


(fan, or y (af dm, Are 
| rin | Ar (SI dm | ö 
G , on de o& | a on de o& 
or -+P, ur _ - +. +P,.6 np : 2 
/ HH, Ai of og og of 
(4) ——u.m: 
os ( n os on 
Be Bi dn , 
—— 11, nn: -r II, > ) —u ... - TI er er /’I £ 
ds ds dE 





Diese Gleichung aber muss identisch bestehen, wenn jeder der m--1 Grössen: 
£ dn den 
> N; d& at aan dem! 
bei einer Differentialgleichung mter Ordnung diesen Grössen beliebige An- 
d"n d" t n 

de” 9 dem +1 ä, 


werth von $ und damit n selbst als Function von & nach dem Taylorschen 
Satze bestimmt; die Convergenz dieser Entwicklung ist durch geeignete 
Beschränkung der Veränderlichkeit jener Anfangswerthe zu erreichen. 

In der Identität (4.) sind aber die Coefficienten P,, P,, .... P, ganz 
willkürlich. Sie kann daher nur bestehen, wenn die m+1 Ausdrücke: 


willkürliche Werthe beigelegt werden. Denn man darf 


fangswerthe geben, und dadurch sind dann . für den Anfangs- 
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of dn of dn 2m—2 
I € ara) - vi de 7 2E 3E) 
AH, ’ m—1 Hn ” = ze. m—1 1 Ha 
of dn Im—1 
B (Zn de? 3) 
ie: H,, 
sämmtlich lineare homogene Functionen von n, . VER a sind. Der 


letzte dieser Ausdrücke ist gleich 


( of dn of ti 


+ 
On d 8 
PIC DE Dar 


oE On 6S Om 


d . \ a i N 
enthält also nur 8, n, Ey Er soll linear in n sein. Das ist nur mög- 











lich, wenn identisch 











BE: 
md 
wenn also x eine Function von & allein ist. Hat man aber 
= ff (8), 
so wird der betrachtete Ausdruck gleich 
ci m 
P,f&))- 9($, n)- ’ 
3 
und er muss daher eine lineare homogene Function von n allein sein. 
Weiter ist 
( of dn . of Im—4 
P ‚Non d © 
m—2*#2 Hn 


einer der m+1 Ausdrücke. Setzt man für Y, und H, ihre Werthe ein 
und berücksichtigt dabei die Gleichung x = f($), so erhält man 


@ Tr m—3 
df 99 d’n +4 O’g / dn ) 
Fo: de On d# re On’ 





df 0°g og d’f\dn ©g dF\, 








TÄGE SEN Om ae) ae a8 ae 
für m=2 ist P„„»=1 zu setzen, und der erste Term in der Klammer 
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fortzulassen. Dieser Ausdruck ist jedenfalls linear in an folglich ist 
ii aM 
Fr 0, 


also g($, n)= g.(S)n+g;($). Nun war aber on eine lineare homogene 


on 
Function von n. Folglich ist 9,(5) identisch gleich Null und 


95 n) = ge). 


Damit aber ist bewiesen, dass die gesuchten Transformationen nur: 


CT.) = fl) y=9O)n 
sein können. Diese Transformationen leisten aber auch wirklich die Ueber- 
führung jeder linearen homogenen Differentialgleichung mter Ordnung in 
eine Gleichung derselben Art. 

Es bleibt übrig, den Fall m =1 zu behandeln. Dass hier eine 
besondere Untersuchung erforderlich ist, findet darin seine Begründun 
für m = 1 der eben bewiesene Satz keine Gültigkeit besitzt. 

Setzt man 


g, dass 


logy=y., logn=n, 
so handelt es sich darum, die Transformationen: 
z=fi(& m) Nı=9(S, m) 


zu finden, durch welche 





(8.) | a +Pı@ = 0, 
wie auch P, gewählt sei, in 
d 1 
(9.) er) = 0 
übergeht. Aus (8.) erhält man aber durch jene Transformation: 
of, _99 
dn, | a} os 
x Sn SE Ve 
Ai ae sg 
on, Om, 


Soll diese Gleichung mit (9.) gleichbedeutend sein, so muss die partielle 
Ableitung nach 7, des zweiten T’erms links identisch verschwinden; es muss 
also, und zwar für beliebige P,(z) 
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(FA BT en (pP Mr 09, ) 


de On, ©& nr on, 
{2 (AyrnE 


E 0’ ] Ö ) ) I 
Pag +% sr) (P, + 9) = 0 
identisch bestehen. Dies ist nur möglich, wenn in der entwickelten Glei- 





oE 


\ ; a r . 
chung der Coefficient von —-- identisch verschwindet, also ist: 


of, of,  _ a °9 ) Be 
On, “OE Om, Er Tre 
woraus sofort folgt: 
RR 
=,» 0. 
Mithin ist: 
7 f1(), y=g1($, M)- 
Die Anwendung dieser Transformation auf 
d 1 
A 4) = 
ergiebt: 
Ö 
a RED 
Bu 2 ne Te DENE 0 
de og, re 
on, 


Damit der zweite 'Term bei willkürlichem ?/, eine Function von & allein 
a 

“ oO 6) : i s 
ist, muss zunächst ru und daher dann auch 23 eine Function von 


allein sein. Die erste Forderung besagt, dass g, eine lineare Function von 
n, ist, die zweite, dass der Coefficient von n, in g, unabhängig von $ ist. 
Mithin ist nothwendig: 


z=f(5), y=ımtg(l), 


wo 4 eine Constante bedeutet. Hieraus aber ergiebt sich in den ursprüng- 
lichen Veränderlichen: 


(10.) 2=-/&, 9-9. 


Man überzeugt sich leicht, dass diese Transformation das Gewünschte leistet, 
denn sie führt 


dy er 
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über in: 


rl + PO) FO)" = 


Damit ist auch der Fall m=1 vollständig erledigt. 


I. 


Dass die Transformationen: 


(T.) 2=f($), y=9ln 
jede lineare homogene Differentialgleichung mter Ordnung in eine Gleichung 
derselben Art überführen, beruht wesentlich darauf, dass jede der Ablei- 
tungen von y nach x eine homogene lineare Function von 7 und seinen 


- } ee dr d# 
Ableitungen nach & ist, wobei der Ausdruck für -—- nur n, —,..., 2 
” ’ da# ds der 


d Im 
enthält. Hieraus aber folgt, dass überhaupt jede in y, — ee Bash 


dx’ 
gene Differentialgleichung vermöge der Transformation ('T.) in eine homogene 


Differentialgleichung derselben Dimension übergeführt wird. 

In diesem Abschnitte soll nun die Transformation der algebraischen 
homogenen Differentialgleichungen mter Ordnung mit allgemeinen Coeffi- 
cienten betrachtet werden. Es wird sich zeigen, dass jede Transformation 


e=[(S, n); y=g(S >> N); 
welche eine solche Differentialgleichung in eine Gleichung derselben Art 
überführt, sobald m — 2 ist, wieder nur die Form: 


CT.) | =) yon 
haben kann. Hiermit aber ist das Fundament gewonnen, auf welchem sich 


erst eine rationelle Theorie der Differentialinvarianten algebraischer homogener 
Differentialgleichungen aufbauen lässt. 


Jede algebraische homogene Differentialgleichung mter Ordnung lässt 
sich auf die Form bringen: 


11) Al)= 2 pP... (I) (ZU)”=0 


Kr dr” ( ’ 


O5 sone kyyy 


(a,+t aı+.- +a,= a) 


Ur 


WO GO, Cıy 22.5 @„ positive ganze Zahlen, Null eingeschlossen, bedeuten 


und die positive ganze Zahl « als Dimension von A(y) zu bezeichnen ist. 
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(sesucht werden dann alle Transformationen: 


z=f(S, n), Y = 98, n); 
vermöge deren A(y)=0, wie beschaffen auch die Üoefficienten P, 


m 


seien, in eine Gleichung derselben Form: 


d d" Ay j 
(12.) A(n) arg 2 Es (5). 7 ( I>E (Ze) ni v 


Agslkysenk zyy 


(a,+ @; + +tam = a.) 





übergeht. 
Wird in Aly)=0, wo m 2 sein möge, eingesetzt: 
ut A Ya 
das of dn Of nzu=l? („=1,2,3,...,m) 
On d& ' 0E 
of u a(2m—1) £ ; . 
so ergiebt sich nach Multiplication mit $ 7 +3F) eine Differential- 
gleichung für 7, deren linke Seite eine HER rationale Function von n, 
dn d"n » 
de! .., den 1st: 
a«(2m—1) — 55 a ,(2u—]1) 
Sy’ % Y ı v m, of dn I of f > . 
Er PR Mer 2 On Ze 3) ” 0; 


(+++ 0,= a) 


n of d Ö 
dass der Exponent von = Bi z_ 
on ds 0& 


zeichnet werden soll, für kein Glied negativ ist, folgt aus der Identität: 


der zur Abkürzung mit z, ni R- 


z 


gs 1yuon, 


= 0,(2m— —1)+2am(1— & y # +). 


m u= an m 


i . ’ . a EEE 
Die transformirte Differentialgleichung ist in en vom Grade «, und zwar 


Im 


° f l “ " a u € Ä 
tritt (. er) auf multiplieirt mit: 
> 
Pos... ,a*® H‘. 


m 


Da die Coeffieienten von A(y) beliebig sein sollten, darf man 


P 0.0 1 
annehmen und erhält dann: 


2 s a xr > g” Ye. yanf_ “ f dn of \anamıap ER 0 . 
—— Mr & .Zm ı., AR =, 
/ ( de" pt m 4759 \On a 08 - 


im mi 


TERTEET A 
‚m 


(@, + dt Km 22 a) 
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der Strich bei der Summe bedeutet, dass das Werthsystem 
O zn 0, &, er 0, LIU 97 Om —1 == 0, Om = 
auszuschliessen ist; ferner ist 


d"n 0. 
= Y-H) 
6) m m dE” 
‘ i . d d", .  dn ri 
eine ganze rationale Function von 2 re ee ‚ welche in ji Möch- 
> > > 


stens vom Grade «—1 ist. 


Genügt jetzt die Function 7 auch der Gleichung 4(n) = 0, so giebt 
d"n 


es stets zwischen n, Fi BE eine homogene Relation der Dimension «, 


. d’" . n 
welche in Bezug auf ar höchstens vom Grade «—1 ist. Entweder ist 


nämlich schon 4(n)= 0 eine solche Relation oder sie folgt durch Verglei- 
chung von (13.) und A(n)=0. Es lässt sich aber zeigen, dass eine solche 


' . u ar WE d"n 
Relation identisch bestehen muss, wenn in ihr £, a “00, IEm 
Ss Ss 


kürliche Grössen angesehen werden. Hieraus folgt, dass die erste Möglich- 
keit gar nicht eintreten kann, vielmehr //,,... von Null verschieden sein 
muss und also, unbeschadet der Allgemeinheit, von vornherein gleich Eins 
gesetzt werden darf. 


als will- 


BR . d wer 
Legt man nämlich den Grössen £, n, ’ı aur willkürliche 


Anfangswerthe bei, so ergiebt sich aus (13.) Te als algebraische Function 
dieser Anfangswerthe, und zwar ergeben sich « verschiedene Werthe, wenn 
nicht etwa die Diseriminante dieser Gleichung für u identisch verschwindet. 
Dass dies eintritt, lässt sich aber durch geeignete Wahl der Coeffieienten 
P.40...0„ verhindern. Dann aber muss jede algebraische Gleichung zwischen 


h d d" d" - e a ne ) 
nn 3 ER GE welche e höchstens im Grade «&—1 enthält, identisch 


in re. bestehen. Aus der Vergleichung von (12.) und (13.) geht daher 


eine Relation 


6, y ee EN SE TEE TI 
ger _— u IE, n))' He I A en ( ng - ) 


On dE © 


m 


g,yn kp m 
114.) x n REN N m den \am 


l 


U N m dE 





dn d'n 


de? "7 den 


hervor, welche identisch in £&, n, besteht. 
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s.. 


kann diese Identität nur en wenn die Ausdrücke 
ey... yan (4 I jan 
sr 8; n))— H' I Yı. +4, (- +3) 
(++. +0, =0; ,=(,..., n-= 2 „= @ ausgeschlossen) 


dn dm 
TEE 2 sind. Wendet 








homogene Functionen der Dimension « in n, 


man dies an für 





=. = = 
so muss 
Oo dn “(m+1) 
a u" &) 
P.o».. „(f($; n))- g *($, n)' of 9 71 h 2, 
08 on e]- on 
eine Function «ten Grades von a sein. Das ist aber nur möglich, wenn 
identisch 
of 
Fer 0, 


und daher x eine Function von $ allein ist. Ist nun z= f($5), so wird der 
betrachtete Ausdruck gleich 
(3 am 
P on. (fE))- I rB; n)-— og Y 
om 


und muss daher eine homogene Function der Dimension « von n allein sein. 
Weiter sei 





dd ui eat ae 


Dann erkennt man, dass 


of u 3 a(2m—4) 
on Wr 


. . ° * d? 
eine homogene Function der Dimension «@ von n, —;- und 4 


de 


sein muss. 


Dieser Ausdruck enthält aber das Glied: 
x: a a(m—2) 


BIC )y 
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folglich ist 


2 


© r 
ze ug 0, 
on 
Be ; Si > = » 9 \° 1 a ine F' ) 
und daher g(S, 7) = g9,(&,).n+9;(£). Da abeı 30 eine homogene Func- 
on 
* [2 [2 “ ( ” * 
tion der Dimension « von n allein, also auch > eine lineare homogene 
on 


Function von n ist, so folgt, dass 


95 n) = ge)" 
sein muss, womit der verlangte Beweis vollständig erbracht ist. 
Es bleibt übrig, die Differentialgleichungen erster Ordnung zu be- 
trachten. Eine solche Gleichung: 


0. 


’d ' 
B: RE Y i =) — 0 (A.=D 


RT 


(a,+a, = a) 


lässt sich stets auf die Form 
a 1 
LEW) n\ Em +P@(2).y) u: 0 


bringen. Hieraus geht hervor, dass die für «= 1 gefundenen Transfor- 
mationen: 


e=flö), yon 
auch für den allgemeinen Fall die Eigenschaft haben, wieder eine Glei- 
chung derselben Art zu liefern. Es lässt sich aber leicht zeigen, dass nur 
diese 'Transformationen die verlangte Eigenschaft besitzen, jede Gleichung 
(16.) in eine Gleichung 


i a /d 
(17.) BA +9.) = 0 


a1 


überzuführen. 
Setzt man logy=y,, logn=n,, so handelt es sich um die Sub- 
stitutionen: 


\ 


I’= h(S; nm) Yı= gı(S, Mm) 
welche 


ed ' 
(18.) nn (-+P@(e)) = 0 


dx 
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überführen in; 


(19.) n (GH) Re‘ 


a1 


Aus (18.) erhält man aber durch die Substitution: 
P%) RU FR. 0 








lt RM er 
Die bc: 
0 Pla) _——_ + — 
On, ©m 
Legt man jetzt den Grössen $ und n willkürliche Anfangswerthe bei, so 
zeigt die Gleichung (19.), dass zu diesen m Werthe der Grösse —_ ge- 
hören, die alle von dem Anfangswerthe der Grösse 7, unabhängig sind. 
Aus der Gleichung (20.) ergeben sich auch m Werthe von ri - Da jeder 


dieser Werthe der Gleichung (19.) genügen soll, so folgt, dass die Ausdrücke: 


Pe.) oh -— .ög, 





el; 
— u. 2 (21,23% ) 
pr) A, 9 
on, on, 


Funetionen von £& allein sind. Dann ist aber ohne weiteres der für «=1 
gegebene Beweis anwendbar, womit die oben aufgestellte Behauptung ge- 
rechtfertigt ist. 
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Synthetische Gewinnung geometrischer linearer 
Mannigfaltigkeiten beliebiger Dimension. 


(Von Herrn Konrad Zindler in Graz.) 


$1. 
Einleitung. 

/n linearen geometrischen Mannigfaltigkeiten beliebiger Dimension 
gelangen wir durch Iterirung des Verfahrens der Bildung projeetiver Punkt- 
reihen. Herr Reye hat (dieses Journal Bd. 104) bewiesen, dass sämmtliche 
Ebenenbüschel erster Ordnung des Raumes, welche zu einem derselben pro- 
jeetiv sind, eine siebenstufige lineare Mannigfaltigkeit (Mf.) bilden. Dual 
bilden die geraden Punktreihen des Raumes, welche zu irgend einer projectiv 
sind, eine siebenstufige lineare Mf. M£, welche wir der Iterirung zu Grunde 
legen wollen. In ihr lassen sich die linearen einstufigen Gebilde*) R, 
wieder projeetiv beziehen, weil sie sich auf die gewöhnliche Punktreihe 
(1. a. durch Schnitt der Träger-Regelschaar mit einem Leitstrahl) so ab- 
bilden lassen, dass verschiedene Abbildungen desselben AR, projectiv sind, 
worauf man nur die Abbildungen verschiedener A, projectiv zu beziehen 
braucht. Wir können also in M{” die Mf. M” auffassen, welche aus allen 
Gebilden R, besteht, die zu einem derselben projectiv sind, und es lässt 
sich zeigen, dass M abermals linear ist. 

Hierzu ist vor allem zu fragen, ob je zwei projeetive R, in MM! 
gerade so eine einstufige Mf. S, von lauter A, definiren, wie je zwei ge- 


*) Grosse lateinische Buchstaben bedeuten hier stets lineare Min., deren unterer 
Index ihre Dimension angiebt: der Index Null bezeichnet eins der Elemente selbst, aus 
denen die betreffende Mf. besteht. Wir werden diese Elemente in der üblichen Weise 
auch „Punkte“, die linearen einstufigen Mfn. der Elemente „Gerade“, die zweistufigen 
„Ebenen“, die mehrstufigen „Räume“ nennen, ohne dabei an etwas anderes denken zu 
wollen, als an solche linearen geometrischen Mfn., die in unserem Raume vorfindlich sind. 
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wöhnliche projective Punktreihen @, im Punktraume M{” eine Mf. R, von 
lauter @, definiren; da die analoge Untersuchung im M{” nur mit den 
Mitteln der Geometrie der Lage geführt ist, so lässt sie sich auf jede lineare 
Mf., daher auch auf M{” übertragen. Ferner wird man zu untersuchen 
haben, ob drei projeetive R, von M#, welche i. a. erst in einem A, von 
M: enthalten sind*), eine zweistufige Mf. von lauter R, definiren, welche 
die wesentlichen Eigenschaften der Linearität besitzt. Auch der Fall, dass 
die drei projectiven Reihen R, in einem A, enthalten sind, wird zu be- 
trachten sein, während der noch speeciellere Fall, dass sie in einem A, lie- 
gen, durch $ 2 genannter Abhandlung Herrn AReyes erledigt ist. Weiter 
als bis zur Erzeugung der zweistufigen linearen Mfn. in M® braucht man 
nicht zu gehen, um zu beweisen, dass ganz M, wievielstufig es auch sei, 
linear ist**). 

Falls sich die „geraden“ Elementenreihen in M® auf die in MC (und 
hiermit auch in M®) nach irgend einer Regel so abbilden lassen, dass je 
zwei nach dieser Regel erhaltbare Abbildungen, von denen jede einzelne 
gegenseitig eindeutig sein soll, projecetiv sind, so kann vermöge dieser 
Eigenschaft zwischen den Geraden in M“ (und hiermit auch zwischen den 
mehrstufigen linearen Mfn. in M®) eine projeetive Beziehung definirt werden, 
und es sind die Bedingungen zur abermaligen Wiederholung obiger Betrach- 
tungen erfüllt, u. s. w. 

Wir müssen uns also vor allem mit dem Erzeugniss dreier projec- 
tiven geraden Punktreihen in AR, beschäftigen, nehmen aber hierbei einen 
etwas anderen Ausgangspunkt, um hervortreten zu lassen, dass dieses 
Erzeugniss auch unmittelbar durch reine Ineidenzrelationen (ähnlich wie 
die Regelschaar in A,) unabhängig vom Projectivitätsbegriff definirt wer- 
den kann. 


*) Ueber die bekannten Schnitt- und Verbindungsgesetze für lineare Mfn. cf. 
Veronese (Math. Ann. XIX, p. 163.) und Schubert (Math. Ann. XXVI, p. 28 f.). 

**) Ueber diesen nach den Methoden von E. Kötter (Grundzüge einer rein geome- 
trischen Theorie ete., $ 51) und Veronese (Fondamenti etc., namentlich S. 458 f.) zu be- 
weisenden Satz cf. „Nachweis linearer Mannigfaltigkeiten ete.“ $ 1 (Wiener Sitzungsber. 
Cl, 1592), woselbst ich auf dem nicht so einfachen Wege wiederholter Complex- 
bildung zu linearen Mfn. unbeschränkter Dimension gelangte; über die principielle Be- 
deutung derselben für die synthetische Geometrie des Punktraumes cf. ebenda Einleitung 
und $ 15. 
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82. 
Das Erzeugnis dreier projectiver gerader Punktreihen in A,*). 

Wir setzen irgend eine lineare, mindestens 5-stufige Mf. gewisser 
Elemente als gegeben voraus und nehmen in einem linearen Raume A, 
derselben drei „Ebenen“ P,, Q,, R, an, von denen keine zwei einen „Punkt“ 
gemein haben. Durch jeden Punkt P, einer der Ebenen P, lässt sich eine 
und nur eine Gerade legen, welche die beiden anderen schneidet. >ie ist 
nämlich der Schnitt der beiden AR,, welche P, mit je einer der anderen 
Ebenen verbinden; also: 

2) Durch drei Ebenen, von denen keine die andere schneidet, ist in 
R, eine doppeltunendliche Mf. ©, von Geraden definirt, welche alle drei 
Ebenen schneiden. Keine zwei der Geraden schneiden sich, und durch jeden 
Punkt jeder der Ebenen geht eine derselben. Fasst man aus den Geraden 
von ©, diejenigen heraus, welche durch alle Punkte einer Geraden in P; 
gehen, so bilden dieselben eine Regelschaar, welche von (, und R, in je einem 
Strahl ihrer Leitschaar geschnitten wird. 

Fasst man nämlich zwei Gerade @, und @, von ©, heraus, welche 
die Ebenen beziehungsweise in den Punkten P,, Q,, Ru; Pi, Qu, Ri schnei- 
den mögen, so liegen die drei Geraden P,P,, 0,0), R,R, in demselben durch 
G, und @, bestimmten AR, und bestimmen daher eine Regelschaar, deren 
sämmtliche Strahlen zu ©, gehören. Also auch durch je zwei Gerade von 
&, wird eine Regelschaar bestimmt, welche ganz zu ©, gehört. 

Wir nehmen jetzt in A, vier Gerade A,, B,, C,, D, an, von denen 
keine den durch zwei der anderen bestimmten R, schneide, und wollen alle 
Ebenen in A, aufsuchen, welche alle vier Geraden schneiden. Die zwei 
Räume dritter Dimension, welche durch die beiden Paare A,, B, und C,, D, 
bestimmt werden, schneiden sich in einer Geraden F,; ebenso liefern die 
Paare A,, C, und B,, D, die Gerade @,, endlich die Paare A,, D, und 
B,, €, die Gerade H,. Die Geraden F,, @,, H, können keine der vier 
gegebenen schneiden. Durch jeden Punkt von F, können wir, weil er mit 
A, und B, in demselben AR, liegt, eine und nur eine Gerade legen, welche A, 
und B, schneidet, ebenso eine einzige Gerade, welche ©, und D, schneidet. 
Die Verbindungsebene E, dieser beiden Geraden schneidet alle vier gege- 


*) Das Erzeugniss ®,, zu welchem wir gelangen, scheint zuerst von Herrn Segre 
(Sulle varieta normali a tre dim. ete., Torino Atti XXI) betrachtet worden zu sein. 
Journal für Mathematik Bd. CXI. Heft 4. 39 
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benen Geraden. Die Punkte von G@, oder H, hätten dieselbe Ebenenschaar 
geliefert, wie die von F. Also: 

3) Durch vier Gerade in R,, von denen keine den Raum zweier anderen 
schneidet, ist eine einfach unendliche Mf. &, von Ebenen definirt, welche 
sümmtliche vier Geraden schneiden. Keine zwei der Ebenen schneiden sich, 
und durch jeden Punkt jeder der vier Geraden geht eine dieser Ebenen. 

Es sei durch vier Gerade eine Ebenenschaar €, definirt; wir fassen 
drei beliebige Ebenen derselben heraus und wollen zeigen: 

4) Durch ein solches Ebenentripel wird nach 2) immer ein und dieselbe 
Geradenschaar ©, definirt. Durch beliebige vier Gerade der letzteren, von 
denen keine drei in derselben Regelschaar liegen, wird nach 3) immer die 
ursprüngliche Ebenenschaar definirt. 

Aus der Construction einer Ebenenschaar &,, welche durch A,, B,, 
C,, D, definirt sei, mittelst der Geraden F, folgt, dass die vier gegebenen 
Geraden, sowie auch F,, @, und H,, durch die Ebenenschaar projectiv 
auf einander bezogen sind. Wir fassen drei Ebenen E”, E®, E® der 
Schaar heraus, welche die vier Geraden in den Punkten AP, AP, AP, ..., 
D\’ schneiden mögen, und definiren durch diese drei Ebenen eine Geraden- 
schaar &,. Durch die Gerade A" Bf? ist nach 2) eine in ®, enthaltene 
Regelschaar NR bestimmt. Deren Strahlen schneiden auch alle übrigen 
Ebenen von €&,; nämlich drei derselben, A,, B,, und F, schneiden jede 
Ebene der Schaar in drei Punkten einer Geraden, welche also Leitstrahl 
von Rt ist; analog für die übrigen durch A{C$ etc. definirten Regelschaaren. 
Ein beliebiger Strahl S, von ©, schneide EC in S,. Dann können wir 
durch S, in E®” eine Gerade legen, welche zwei der Seiten des in E® 
liegenden vollständigen Vierecks Al’ BÜ’C{’ D£’ in zwei verschiedenen Punk- 
ten U,, V, schneidet. Die durch diese Punkte gehenden Strahlen U, V, 
von ®, bestimmen, weil sie durch €, projecetiv bezogen sind, eine Regel- 
schaar &, von welcher in jeder Ebene von €, ein Strahl liegt; die Leit- 
schaar von S gehört ©, vollständig an, und jeder Strahl derselben, daher 
auch S,, schneidet alle Ebenen von &,. ©, ist also nicht nur für die drei 
definirenden Ebenen, sondern auch für jedes andere Ebenentripel aus €, das 
System sämmtlicher schneidender Geraden. Drei Gerade von ©;, die nicht 
derselben Regelschaar angehören, haben die Eigenschaft, dass der Raum A; 
zweier derselben, in welchem die Regelschaar NR von ©, liegt, mit der dritten 
keinen Punkt gemein hat. Aus dem bisherigen ergiebt sich 4) und zugleich: 
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5) &, kann auch durch drei projective Punktreihen, ©, durch zwei 
collineare Ebenen erzeugt werden. Alle Ebenen von &, sind durch das zu- 
gehörige ©, collinear auf einander bezogen, und umgekehrt alle Punktreihen 
der Geradenschaar projecliv durch die Ebenenschaar. Fassen wir die Ge- 
sammtheit der Punkte auf, welche in den Elementen eines &, oder der damit 
nach 4) verbundenen ©, liegen, so bilden dieselben eine dreifache Punkt- 
mannigfaltigkeit ®, in R, von der dritten Ordnung. 

Dass ®, von der dritten Ordnung ist, ergiebt sich durch Betrachtung 
seiner Punkte, die in einem $, von A, liegen. €, und somit ®, wird näm- 
lich dual auch erzeugt durch drei projeetive Büschel (R,, R,)*) als Ge- 
sammtheit der Schnittebenen je dreier entsprechender AR, der Büschel (auch 
durch zwei collineare Bündel (AR,, R,) als Gesammtheit der Punkte aller 
Schnittgeraden je zweier entsprechender AR, der Bündel). S, wird nun i.a. 
von den drei projectiven Büscheln (R,, R,) in drei projeetiven Ebenen- 
büscheln geschnitten. Die in einem S;, liegenden Punkte von %; bilden 
daher i. a. eine (i. a. eigentliche, eventuell zerfallende) Raumecurve dritter 
Ordnung, in speciellen Fällen, wie aus dem Früheren hervorgeht, eine 
Regelfläche zweiter Ordnung oder eine Ebene und eine Gerade. 

5b) Wenn also eine Ebene sämmtliche Ebenen eines &, schneidet, 
so kann dies entweder in den Punkten einer Geraden oder in den Punkten 
eines Kegelschnittes geschehen, das letztere aber nur dann, wenn die Ebene 
einem Raume S, angehört, der eine ganze Regelfläche von V; enthält. 

Wenn wir jetzt ©, nicht bloss als zweistufige Geradenmannigfaitig- 
keit auffassen, sondern als zweistufige Mf. projeetiver Punktreihen, so folgt 
aus den bisherigen Sätzen: 

6) Das Gebilde ©, wird auch erhalten, indem man alle Individuen 
einer Regelschaar projectiver Punktreihen mit einer dritten projectiven Punkt- 
reihe, welche den Raum der Regelschaar nicht schneidet, durch Regelschaaren 
projectiver Punktreihen verbindet. Es ist in dieser Weise durch je drei nicht 
derselben Regelschaar angehörige seiner projectiven Reihen ebenso bestimmt, 
wie durch die drei ursprünglichen. Jede Regelschaar projectiver Reihen in 
R,, welche zwei Reihen mit ©, gemein hat, gehört ganz zu ©... Je zwei 





*) Unter einem Bündel (R,, R„), wobei R; in AR, liegt, sind alle durch R; gehen- 
den linearen Räume höherer Dimension, die in R,„ liegen, zu verstehen. Für k=n—2 
besteht (R,, R„) aus einer einfachen Mf. von R„_ı: wir nennen es deshalb diesfalls in 
üblicher Weise auch Büschel. 


39* 
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Regelschaaren projectiver Reihen von ®, haben eine Reihe gemein. ©, ist 
also eine lineare zweistufige Mf. projectiver Punktreihen. 

Wir setzen eine Ebenenschaar €, voraus und einen Punkt C, von 
R,, welcher keiner Ebene der Schaar angehört. Wenn wir drei beliebige 
Ebenen E, E', E" der Schaar herausfassen, so giebt es durch C, eine 
einzige Gerade, welche E und E’ schneidet, ebenso eine, welche E’ und E' 
und eine, welche E’ und E schneidet. Diese drei Geraden bestimmen 
einen Raum S, durch C,, welcher die drei Ebenen E, E', E’ in je einer 
Geraden schneidet. Die durch letztere drei Geraden als Leitgerade be- 
stimmte Regelschaar A gehört dem ©, an, welches mit &, nach 4) ver- 
bunden ist. Für keinen Punkt C, ausserhalb P, kann diese stets eindeutige 
Bestimmung des Raumes S, versagen. Von der Leitschaar der Regelschaar 
N liegt in jeder Ebene von E, ein Strahl. Sucht man also den Strahl 
durch C,, welcher ein beliebiges Paar von Ebenen der Schaar schneidet, so 
liegt er stets in $. SS, ist zugleich der einzige Raum dritter Dimension 
durch C,, welcher von %; eine ganze Regelfläche zweiter Ordnung ent- 
hält. Daher: 

7) Alle Bisecanten von W,, welche durch einen nicht zu ®, gehörigen 
Punkt C, von R, gehen, sind in einem S, durch C, enthalten und füllen hier 
das Aeussere einer Kegelfläche zweiter Ordnung”). 


$ 3. 


Das Erzeugniss dreier projectiver gerader Punktreihen in A,. 

Wenn drei projective gerade Punktreihen @", @®, G@® in einem 
R,, aber keinem A, enthalten sind, so unterscheiden wir folgende Fälle: 

1) Keine Reihe schneidet die andere. Dann schneidet die Reihe 
G') den Raum der beiden anderen in einem Punkte PP. PS und die zwei 
analogen Punkte Pf, P$” liegen in einer Geraden, nämlich der Schnitt- 
geraden S, der drei Verbindungsräume je zweier Reihen. Diese drei Punkte 
können nun 

a) in allen drei Reihen einander entsprechen, b) oder nicht. 

2) Zwei Reihen schneiden sich; die dritte hat mit der Ebene der 
beiden ersten keinen Punkt gemein. Der Schnittpunkt kann entweder 
a) beiden Reihen entsprechend gemeinsam sein, b) oder nicht. 


*) Ueber topologische Ausdrücke wie „das Aeussere“ cf. Wiener Sitzungsberichte 
2.2.0. 85. 
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Falls die Elemente, aus denen AR, besteht, eine im Ganzen höhere 
Mf. als AR, bilden, was für unsere Anwendung stattfindet, kann man die 
drei Punktreihen @®, @®, @° als Projeetion dreier Reihen H, H®, H, 
die einen AR, bestimmen, auffassen *). 

Wir projieiren also ®, in einen AR, aus einem Punkte (,, der zu- 
nächst ®, nicht angehören möge. Die Ebenenschaar &,, als welche sich 
%, auffassen lässt, geht durch Projecetion in eine Ebenenschaar &, über, 
und die zugehörige Geradenschaar &, in eine Geradenschaar ©, Auch 
jedes Element von ®, schneidet jedes Element von &, und umgekehrt. 
Aber auch je zwei Ebenen von &, schneiden sich in einem Punkte D.. 
Diese Punkte bilden auf einer einzelnen Ebene eine Curve, im Ganzen 
eine Fläche. Jene Punkte in %, (so nennen wir &, oder ©, als Punkt- 
mannigfaltigkeit), welche Projectionen zweier Punkte von %, sind, die 
„Doppelpunkte“ von ®,, werden aus den durch C, gehenden Bisecanten 
von %, erhalten und sind mit den Schnittpunkten D, identisch.h Daher 
folgt aus 7): 

8) Die Doppelpunkte von %, füllen in jeder Ebene von €, eine 
Gerade und sind im ganzen in einer Ebene S, enthalten, wo sie das Aeussere 
einer Curve zweiter Ordnung & füllen. 

Von den Punkten einer Geraden von ©, sind entweder alle (mit 
Ausnahme des Berührungspunktes mit 6°) Doppelpunkte oder keiner, je 
nachdem die Gerade in S, liegt, oder mit S, keinen Punkt gemein hat. 


*) Z. B. wähle man im allgemeinsten Falle 1b) einen Punkt €, ausserhalb R.. 
Dann hat die Ebene (C,6W))=E, mit dem Verbindungsraum (G@), @%)) nur den 
Punkt P( gemein. Setzt man an Stelle von @(' irgend eine weder durch €, noch 
durch P( gehende Gerade HC) von E, und nimmt H@ mit @®, HC) mit @©) identisch, 
so hat man drei Punktreihen H, welche in keinem R, enthalten sind, und durch Pro- 
jection aus C, die drei gegebenen liefern, und zwar liegt C, auf keiner Verbindungs- 
ebene V, dreier entsprechender Punkte QW, OP, Q% der drei Reihen H. Eine solche 
V, müsste E, in einer Geraden V, schneiden. Diese hätte mit der Geraden (OO) 
einen Punkt gemein, welches nur der Punkt PC) sein könnte; folglich müssten O0), O9) 
mit P, PC) identisch sein, weil es durch PC nur eine Gerade giebt, welche @) und 
G®) schneidet. Aber selbst wenn die Punkte P®), P@) entsprechende sind, ist doch im 
Falle 1b) der Punkt PC nicht entsprechend, folglich auch nicht der Schnittpunkt T, 
von V, und HU), aus welchem P(Ü durch Projection hervorgeht. Also die einzige Ver- 
bindungsebene V,, welche E, überhaupt längs einer ganzen Geraden schneiden kann, 
geht nicht durch C,. Dasselbe Ergebniss findet man im Falle 2b). Dagegen liegt in 
la) und 2a) das Projectionscentrum €, auf einer Verbindungsebene V,. 
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Es fragt sich für unseren Zweck vor allem, ob es ausser den Geraden von 
&, noch andere geben kann, welche sämmtliche Ebenen von €, schneiden. 
Verbinden wir eine solehe H, mit C, durch eine Ebene E,, so muss E, 
sämmtliche Ebenen von &, schneiden. Dies kann, wenn E, nicht in S, 
des Satzes 7) liegt, nur in Punkten einer Geraden von ©, geschehen. Nur 
in der Ebene $, giebt es ausser der Geraden von ©, noch solche, welche 
sämmtliche Ebenen von &, schneiden. Die Ebene S, ist unabhängig von 
der Projecetion als Ort der Schnittpunkte D, charakterisirt. Also: 

9) Auch in R, ist durch drei projective Punktreihen eine zweifach 
unendliche Mf. ©, projectiver Punktreihen definirt; deren Träger sind nämlich 
sämmtliche Gerade, welche alle Ebenen des durch die drei gegebenen Reihen 
bestimmten Ebenenbüschels &, schneiden; von den Geraden der Ebene S8;,, 
weiche den Ort der Schnittpunkte der Ebenen von &, enthält, sind jedoch 
nur die Tangenten von 6“ (der Grenze des Ortes der Schnittpunkte) in die 
Mf. ©, aufzunehmen. Die Geraden von ©, werden durch &, projectiv be- 
zogen, und da &, durch je drei andere Reihen von ©,, welche nicht derselben 
Regelschaar und nicht alle drei der Ebene S, angehören, ebenso bestimmt ist, 
wie durch die drei gegebenen, so ist ©,, als Mf. projectiver Punktreihen auf- 
gefasst, linear. 

Schneiden sich zwei der ursprünglich gegebenen projectiven Reihen 
in einem nicht entsprechend gemeinsamen Punkte, so bestimmen sie die 
Ebene S,. &, wird auch durch zwei collineare Ebenen E, E’ in R, erzeugt. 

In den Fällen 1b) und 2b) wird also dasselbe Gebilde erzeugt; 
ebenso wird in den Fällen la) und 2a), wie sich gleich zeigen wird, das- 
selbe Gebilde erzeugt. Man kann auch in diesen Fällen zwei der gegebenen 
Punktreihen durch eine Regelschaar projectiver Reihen verbinden und jede 
Reihe derselben mit der dritten, wodurch eine Mf. ©, von x?” Geraden 
definirt ist, die (cf. Anm. dieses Paragraphen) durch Projecetion von ©, aus 
einem Punkt P, des zugehörigen ®, erhalten werden kann. Der durch P, 
gehende Strahl C, von ©, liefert als Schnitt mit dem AR,, in welchen pro- 
jieirt wird, einen Punkt C,, durch welchen sämmtliche Ebenen von €, gehen, 
und die durch P, gehende Ebene E, von &, eine Gerade E,, welche von 
sämmtlichen Reihen von ®, geschnitten wird. Fasst man das Strahlbüschel 
(P,, E.) auf, so bestimmt jeder Strahl desselben nach 2) eine Regelschaar 
von ®,, und durch diese Regelschaaren wird ®, erschöpft. Die projectiven 
Reihen der durch einen Strahl S, des Büschels bestimmten Regelschaar 
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werden in den A, so projieirt, dass sie sich alle in demselben Punkte (S,, A,) 
schneiden, welchen sie entsprechend gemein haben. Das Perspeectivitäts- 
centrum je zweier ist immer C,. Die x” Reihen von ®, lassen sich also 
diesfalls zu oo! in &' Ebenen anordnen, welche alle durch ©, und je einen 
Punkt von E, gehen. Alle Reihen derselben Ebene sind zu einander per- 
speetiv mit gemeinsamem Uentrum C,. ©, kann man sich durch drei seiner 
Reihen, welche nicht derselben Regelschaar angehören bestimmt denken. 
Je nachdem eine durch zwei derselben gehende Regelschaar ©, enthält 
oder nicht, erhält man durch Projeetion den Fall 2a) oder la). Im Falle 
2a) entspreche dem Schnittpunkt A, zweier Reihen der Punkt B, auf der 
dritten Reihe. Drei projective Reihen in AR, definiren nun auch in den 
Fällen 1a) und 2a) ein System &, von Verbindungsebenen je dreier ent- 
sprechender Punkte, und alle Geraden von ®, haben die Eigenschaft, sämmt- 
liche Ebenen von &, und ausserdem die Gerade Pi’ Pf P$, beziehungs- 
weise A,B, zu schneiden, welche beiden Geraden mit E, identisch sind. 
Aber auch umgekehrt: Eine Gerade H,, welche jene Eigenschaft hat, ge- 
hört zu ©. Denn ihre Verbindungsebene W, mit P, muss sämmtliche 
Ebenen von &, schneiden, und zwar die E, in einer ganzen Geraden. Dann 
muss sie aber alle übrigen Ebenen von €, ebenfalls in den Punkten einer 
Geraden schneiden. H, ist also die Projeetion eines Strahls von &,. Da 
nun €, durch je drei andere Reihen von ®,, welche weder derselben Regel- 
schaar noch alle drei derselben Ebene angehören, ebenso bestimmt ist, wie 
durch die drei gegebenen, so gilt dasselbe von &,, welches jetzt unabhängig 
von der Projeetion durch €, allein bestimmt ist. Ueberhaupt besitzt ®,, 
als Mf. von oo* projectiven Reihen aufgefasst, auch in den Fällen 1a) und 
2a) die wesentlichen Eigenschaften der Linearität und kann in diesen 
Fällen auch durch zwei collineare ebene Felder bestimmt werden, die 
ihren Schnittpunkt entsprechend gemein haben. 


$ 4. 


Gewinnung linearer Mannigfaltigkeiten beliebig hoher Dimension; geometrische Deutung 
des Verfahrens der Iterirung. 


Durch die beiden vorhergehenden Paragraphen ist, wie in $ 1 aus- 
einandergesetzt wurde, der Beweis geliefert, dass M® linear ist. Beim 
Uebergang vom Punktraum M{” zur Mf. MC’ projectiver Punktreihen zeigte 
sich, dass die einstufigen linearen Gebilde R, in M@ vermöge einer Ab- 
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bildung auf die geraden Reihen G@, von M” abermals projeetiv beziehbar 
waren, wodurch die Möglichkeit geboten war, zu M® zu gelangen. Es 
ist klar, dass aus demselben Grunde die einstufigen Gebilde S, in M® pro- 
jeetiv beziehbar sind; denn die Schlüsse des $ 1 gelten nicht nur für den 
Punktraum, sondern für eine beliebige lineare Mf. Wir können uns also 
denken, dass wir statt vom Punktraume gleich von Mf’ ausgegangen wären. 
Indem wir die Regeln der Abbildung der Gebilde S, auf die R, mit denen 
der R, auf die @, eombiniren, erhalten wir Abbildungen der $, auf die @,. 
welche, wenn dasselbe S, abgebildet wird, unter einander projeetiv sind. 
Es bedarf nun keines weiteren Beweises, dass die Mf. M® der zu einander 
projecetiven S, des M) abermals linear ist, u. s. w. 


Es erübrigt noch, die Dimension der so gewonnenen Mfn. abzuzählen. 
In einem A, ist die Mf. projecetiver Punktreihen (2»+1)-fach. Wenn also 
d, die Dimension von M® ist, welches durch die (»—1)te Iterirung des 
Verfahrens gewonnen wurde, so ist d,,, = 2d,-+1, also: 


10) Durch (n—1)-malige Iterirung des Verfahrens der Bildung projec- 
tiver Punktreihen, also im ganzen n-malige Anwendung dieses Verfahrens, 
gelangt man, vom Punktraume ausgehend, zu einer (2"*"—1)-stufigen linearen 
Mannigfaltigkeit. 


Wir haben bisher das Verfahren der Iterirung in völliger Abstraction 
durchgeführt. Die ersten Schritte desselben lassen sich auch geometrisch 
verfolgen, wobei sich Sätze des Punktraums ergeben: Bezieht man zwei 
tegelschaaren W, R” projeetiver Punktreihen selbst projeetiv auf einander 
und verbindet je zwei entsprechende Reihen durch eine Regelschaar pro- 
jectiver Reihen, so giebt es ein System AR von ' Regelschaaren projec- 
tiver Reihen, welche zu je zweien dasselbe System R von x! Verbindungs- 
regelschaaren liefern, wie W und R. (In der Figur ist W durch drei 


2 


seiner Strahlen r;, r;, r; repräsentirt, N’ durch r/ , rz, r;, eine Verbindungs- 
regelschaar durch r;, r;, r; .) Die Träger der &” projeetiven Punktreihen 
bilden also eine Strahleneongruenz @,, welche sich in doppelter Weise als 
einfach unendliches System von Regelschaaren auffassen lässt. Wenn zwei 
Regelschaaren ®, NR" projeetiver Punktreihen projectiv bezogen sind, so 


sind auch ihre beiden Leit-Regelschaaren ©, ©" projecetiv bezogen, und 
hiermit sind neben den beiden Systemen RN und R auch zwei Systeme & 


und © von je »' Regelschaaren projectiver Punktreihen definirt, welche 
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als Strahleneongruenz &, aufgefasst wieder identisch werden. (Z. B. gehört 
die Regelschaar (s,, 5, 5;) zu ©, die Schaar (s\,s/,s\ ) zu ©.) Jede Regel- 
schaar des Systems R hat eine des Systems © zur Leitschaar. Aber auch 
die Regelschaaren NR haben »' Leitschaaren T, und die Regelschaaren © 


oo! Leitschaaren T. Jedes der Systeme T und T bildet dieselbe dritte 
Strahlencongruenz 6, Man hat auch umgekehrt im ganzen drei Systeme 
von x"! Regelflächen zweiten Grades, von denen jedes durch Auflösung in 
die Strahlen seiner Regelschaaren zwei der obigen Congruenzen liefert, da- 
gegen die dritte in lauter projeetiven Punktreihen schneidet. Jede dieser 
Regelflächen hat mit jeder eines anderen Systems eine Gerade gemein. Fasst 
man aus dem einen System », Regelflächen heraus, aus einem zweiten n,, 
aus dem dritten z,, so erhält man n,2%,+n,n,+n;n, solche Gerade, welche 
mit den n,.2,.n;, Punkten, in welchen sie sich schneiden, eine Configuration 
bilden. Durch jeden ihrer Punkte gehen drei ihrer Geraden, und auf jeder 
von n;n, ihrer Geraden liegen », ihrer Punkte (@,k,kh=1,2,3). Diese 
Configurationen und ihre Projectionen auf eine Ebene lassen sich linear 
construiren mittelst des bekannten Satzes: „Die drei Hauptdiagonalen eines 


einfachen Sechsseites, dessen Seiten abwechselnd Strahlen einer Regelschaar 
Journal für Mathematik Bd. CXI. Heft 4. 40 
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und deren Leitschaar sind, schneiden sich in einem Punkte“. Der einfachste 
nicht triviale Fall a, =, =; =3 ist in der Figur dargestellt. 

Durch geometrische Verfolgung der zweiten Iterirung gelangt man 
zu Complexen, die sich in dreifacher Weise als einstufige Systeme von 
Congruenzen & auffassen lassen. Aehnlich, wie früher mit einer solchen 
Congruenz noch zwei andere auftraten, so sind jetzt mit einem solchen 
Uomplex noch drei andere definirt. Ferner gelangt man durch die folgen- 
den Iterirungen bis einschliesslich zur (A—2)-ten zur Kenntniss von Configu- 
rationen mit folgenden Anzahleigenschaften: Wenn n,, %, ..., 2, ganze 
Zahlen sind, und P ihr Produet, so giebt es linear construirbare Configu- 
rationen von 5 Geraden und P Punkten. Durch jeden Punkt gehen 


x=ı N, 


, Gerade, und die Geraden theilen sich nach den Gliedern der Summe in 


), Gruppen. Auf einer Geraden, welche der Gruppe mit — Individuen an- 


4 


gehört, liegen », Punkte der Configuration. Für ein bestimmtes 4 erhält 
man die einfachste nicht triviale und nicht durch ein niedrigeres 4 erhalt- 
bare Configuration fürn =m; =. =n=3. 

Der Beweis der Linearität der Mf. der projectiven geraden Punkt- 
reihen gilt nicht nur für den Punktraum, sondern für jede lineare Mf., deren 
Theilmannigfaltigkeiten sich projectiv beziehen lassen. Kennt man noch 
andere Verfahren, deren Iterirung fortgesetzt zu linearen Mfn. führt, so kann 
man, von irgend einer linearen Mf. unseres Raumes ausgehend, abwechselnd 
bald beliebig oft das eine, dann beliebig oft ein anderes jener Verfahren 
in Anwendung bringen und gelangt so zu linearen Mfn. mit unbegrenzt 
wachsender Dimension. 











Lineare homogene Differentialgleichungen mit 
symmetrischer Integraldeterminante. 
(Von Herrn J. N. Hazzidakis in Athen.) 


“ 
4 r e das : . 
Fe sei das System der linearen Differentialgleichungen 


dr n 
1. oe. A re 20), (o=1,2,3,...,n) 
( ) dt =E u. 2 
gegeben, worin # die unabhängige Variable und r,, ©, ..., x, die unbe- 


kannten Functionen bedeuten. Wir wollen annehmen, dass es ein System 
von » Lösungen hat 


1 (1 1 ( 
u 

(2) (2) (2) (2) 

“ 4b T5 zT 4 . . . T, 
(2.) u 9 29 349 ’ ) 
we ER iz u 





dessen Determinante von Null verschieden und symmetrisch ist, dass also 
a) = zU) ist. 

Unter dieser Voraussetzung werden wir zeigen, dass die Integration 
des Systems (1.) sich immer auf Quadraturen zurückführen lässt. 


Das gegebene System (1.) wird die Lösungen (2.) gestatten, wenn 
folgende Identitäten stattfinden 
dx’) n 
3. E.  Wiue „er? 
(3) "= SERE 
für alle v» unde (=1, 2, 3,..., n). 


Diese Identitäten können auch so geschrieben werden: 


(0) 
ER NEN. 
dit i s m 


und da =” = x; sein soll, so folgen die Identitäten 


Z/ENLO- EDEN) = 0, 


ı 


40* 
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welche man auch so sehreiben kann: 


(4.) =|E”x,-Ei’z, =. 


Die Anzahl dieser Gleichungen, denen die unbekannten Lösungen z,, ge- 
nügen, ist 4n(»—1) d. h. gleich der Anzahl aller verschiedenen Combina- 
tionen der Zahlen 1, 2, 3, ..., » zu je zwei (wenn v=o ist, so verschwindet 
die Gleichung (4.) identisch), während die Anzahl der Unbekannten «,, 
gleich 4n(n-+1) ist. Hieraus folgt, dass es im allgemeinen möglich sein 
wird, durch Auflösung des Systemes (4.) die Unbekannten z,, mit Hülfe von 
» unbestimmten Grössen C,, C,, C;, ..., C, auszudrücken. Daher wollen 
wir vor allem die Auflösung des Systemes (4.) versuchen. 


I. 


Auflösung des Systemes Z/EPz,-E®Pxz,} = 0. 


Wenn die Grössen &,,, rg, Tags - +5 2, (WO @ irgend eine von den 
Zahlen 1, 2, 3,...., » ist) als bekannt angesehen werden, so ist dieses 
System nach den übrigen 4r(»—1) Unbekannten auflösbar. In der That ist 
seine Determinante, die ich mit T, bezeichnen will, im allgemeinen von Null 
verschieden, d. h. sie kann nicht identisch für alle Werthe von EV’ ver- 
schwinden. Um es zu zeigen, nehmen wir die 


(1 (2 3) ) 
ee ee 
(o M 
und 
1 2 3 ’ 


als von Null verschieden an, alle übrigen aber gleich Null, dann wird das 
System (4.): 


(4 .) zE'o, Eau EV” 2utE” 2, (v > e) 
(d" EC) _ E® — E® E®) % Ze 
\ r ( vv Tan JE, ER 0 u Zu 0 Lxo k > 0 


Aus den Gleichungen (4”.) kann man nun die Werthe von z,, (wo k und 
v von einander und von e verschieden sind) durch die Zip Zap «ren Eng 
entnehmen; hat man diese, so findet man aus den »—1 Gleichungen (4'.) 
die noch übrig bleibenden a—1 Unbekannten &,,, La, 2%, +++, 2. (ausser 
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%,), Hieraus erhellt, dass die Determinante T, nicht identisch (d. h. für 
alle Werthe der E) verschwinden darf, da sich dieselbe für specielle Werthe 
von E®> als verschieden von Null erwiesen hat. 

Ich versuche nun, particuläre Lösungen des Systems (4.) zu finden. 
Seien p,, 25, ».., 9, » unbekannte Grössen, und man setze 


(9.) + = Pr 
(dann ist offenbar z,= z,, wie es sein soll). Diese Werthe, in die Glei- 
chungen (4.) eingesetzt, geben 
9. ZEN” Y:; = p,.ZEi’Yp,, 


daraus folgt 
zer ZEOg, 


——_ 


fr Fo 
es muss also das Verhältniss 


, 


ZEN” gi 
rn 
für alle» (=1, 2, 3, ..., ») einen und denselben Werth haben. Setzen 
wir also 


(6.) ZE”?o, = w.y,, 


so haben wir die a Unbekannten y, aus den Gleichungen (6.) zu bestimmen. 
Da nun diese Gleichungen homogen in den Unbekannten %, sind, so folgt 
für ® die Gleichung 


1 1 1 | 
ED—w E® ED .„.. m 


E”) E”-o E” ... E | 
FRE PET nenn re ee), 





Ei” E!” EY ... E®-o! 
woraus » bestimmt wird. 

Seien @,, &, ..., ©, die Wurzeln dieser Gleichung, dann findet 
man eine Lösung des Systemes (4.), indem man = w, (k irgend eine der 
Zahlen 1,2,3,..., ) in die Gleichungen (6.) einsetzt, irgend eine von diesen 
rn Gleichungen weglässt und die übrigen nach den %, auflöst. Man findet 
alsdann (indem man die v=« entsprechende Gleichung weglässt), dass 
die Unbekannten 
Pır Pr ve Pr 








318 Hazzidakis, Differentialgleichungen mit symmeirischer Integraldeterminante, 


den Unterdeterminanten 
BD, ar 
analog sind. 

Mit H/ oder H’(w) bezeichne ich die dem Elemente EV? (resp. 
E’—w, falls » = i ist) entsprechende Unterdeterminante in der Entwickelung 
der Determinante (7.). 

Hieraus folgt, dass man eine particuläre Lösung des betrachteten 
Systemes (4.) haben wird, wenn man 

p = HH” (w,) 
nimmt, folglich nach (5.) 
2, = H\”(w,).H/ (w,) 

setzt. Nun ist das System (4.) linear und homogen in Bezug auf die Un- 
bekannten z,. Wenn es also durch die Zahlen AY) = x,,) und A) (= r,,) 
befriedigt wird, so wird es auch befriedigt durch die Summe 4,4 -+4,4\), 
welches auch die Zahlen 4, und A, sein mögen. Hieraus folgt für das 
System (4.) die allgemeinere Lösung 


(8.) = 20 H\ (o,).H/” (w,), 


wo die C, beliebige Coeffiecienten sind. 
Es ist zu bemerken, dass man durch Aenderung von « keine neue 
Lösung erhält, weil (wie bekannt) das Verhältniss 4” (o,): H’(w,) von i 


unabhängig ist. 


Ich will nun zeigen, dass dies (mit einer leichten Aenderung in dem 
“alle, wo zwei oder mehrere Wurzeln gleich sind,) die allgemeinste Lösung 
des Systemes (4.) ist, wenn es eine Unterdeterminante (etwa H‘) giebt, welche 
mit der Determinante J(w) keine Wurzel gemein hat. In der "That wissen 


wir ans dem Vorhergehenden, dass » von den Unbekannten (etwa die 
DW sr 2,5) unbestimmt bleiben, alle übrigen aber durch diese » aus- 


gedrirckt werden können. Es genügt also zu zeigen, dass die durch die 
Formel (8.) gelieferten » Unbekannten 2,5, as » ++, 2,; beliebige Werthe 
annehmen können, wenn nur die unbestimmten Üovefficienten C, gehörig be- 
stimmt werden, d.i., dass das System 


( Y.) Ts in = C, H\” (W,) . H‘ (@,) (‘ nn ') 


\ 


nach den Unbekannten C,, ©, ..., C, lösbar ist. 
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Um dies zu zeigen, betrachten wir die Determinante 
( 0.) N (a) | 
H®(w) HP) „.. Hi®(w,) 
H\) (w,) —. ar. en 


H\(w,) u« (u) ae Ho (u,) 


die wir kurz durch D, bezeichnen wollen, und denken uns dieselbe nach 
den Elementen einer Horizontalreihe oder einer Colonne entwickelt. Wenn 
wir mit A® den Coeffieienten des Elementes H/”(w,) bezeichnen, so ist 

” 4) Fo) 2. REN 
A H‘ (w,) — Ö, (kA) 
10. 

as ZA»H”(w,) = D 


0 


ZA Ho) = 0 6>N 





(11.) 3A» Ho (w,) =. 
k 


Es ist aber auch für jede Wurzel w, der Gleiehung (wo) = 0 
(0.) = E\® H\ (w,) — 9, H‘” (o,) 


Multiplieirt man diese Gleichung mit A/” und summirt nach Ak, so er- 
hält man 


ZEEPHN WAND = ZnrAP HN (on) 
oder nach den Formeln (11.): 


%> Yu D,E® = zw, A,’ H, (o,). 


Multipliciren wir noch mit A{? und summiren nach ge, so finden wir mit 
Hülfe der Formeln (10): 
(13.) ZEN A, = 0. A, 
d.h. 
(E®-w)AP+E® AR +... +EW AD = 0, 
ED AD-HEP-m)AP+-+EP AD = 0, 


EO AD; LED AR +. ER 40 =, 
folglich sind die Üoefficienten 
© a SIEGE. 
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den Unterdeterminanten 
Hy’ (w,), HH (w;), eo. H5” (w;) 
proportional, wo ß irgend eine von den Zahlen 1, 2, 3, ..., » ist. Setzen 


wir also 
3 H/” (w,) H5(w,) = f;(w,) oder bloss f(w,), 


so erhalten wir nach den Formeln (10.) und (11.) 














ZH) (w;) = 0, >) 
14. | 
vn S H/* (w,) H;” (w,) = f(w,), 
BERLLICHL FACH >) 
k f(w) 
(15.) | (a) (v) 
>> H, (JB; (wm) _ 
% f(wi) 
und die Formel (12.) nimmt jetzt folgende bemerkenswerthe Form an: 
/ RE TLIRCHLENCHE 
(16.) E® = P> fan) 


Beachtet man noch die Identitäten 
H/” (o,)H%’ (w,) au HY (o,) HH (w,), 


(Baltzer, Determ. $ 6), so kann man die letzten Formeln in der Form 














schreiben: 
(14'.) = H\”(w,) H$? (@,) = fo) = HS? (o,).2H% (o,) = — H\ (w,).d' (w,), 
En HB’ (o) S 0 (‘ > v) 
15 k I (mr) 
( 2 .) HI’ (w,) 
E I (w;) 1% 1, 
(v) 
' ee @;,H, (W;) ; 
a0‘, ah ur 


Im Vorbeigehen bemerke ich, dass man die drei letzten Formeln 


H(o) . . 
70) in Partial- 





(15) und (16) auch durch Zerlegung der Funectionen 


brüche erhalten könnte. 
Mit Hülfe der Formeln (14.) lässt sich nun das Produet der Deter- 


minanten 
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H\”(o,) Ho) ... H®(w,)| |H®P’(w) H®(w) ... HP(w,) 
Hi (an) le vr Aa) Hy) Ho). Hp (o ) 





H®(o) How, a Ho 2, Ho) Ho). ei Ho.) 
oder D°.D,;, leicht berechnen. Man findet 


(17.) D’.D,;, = f(w,)f(w,)f(w;)...f(w,), 
und da f(w,) = VE (w,) ist, so kommt 
(18.) D°.D; = (-1)". ‚IH (o,)|. 114 (o)}. 


Bekanntlich ist aber 
II4 (w,) = d(w, W, ..., o,).(-1)yr@t), 


wo d(w,,@,...,@,) die Determinante 

| 

ET 2 u 
-1| 

CR ER WAR 


bedeutet, folglich ist 
D°.D, de © jjre+n+ d(w,, N o,).I1H$” (w,). 


321 


Andererseits sind die Determinanten D° und D, durch d(w,,..., w,) theilbar, 


und man findet leicht 


Bi AR '; ff 
ı = 1A.2%A.23)...(123...@ 1) 
Er 


n 


‚4 (0) Be: H/”(0)" En er. 1) 














H,”(o,) .. Ho @,) 








H\?(w,) -... eg, )| ia..o°| 


"| 
| 
\ 
N 


\ 
\ 


> . . . . . . % 

mo) mooy Hy"... Hooye-»| 

a) a Hy’ (o,)| ; 1a, ... | 
ae At‘ 

HOW) ... H"(o,)| 1,2% Bo ro 1 o ar 


n ii n 


x 





Journal für Mathematik Bd. CXI. Heft 4. 41 


A) MIO) BO" ... APO®| 


B(0) PO. Ho)" ... HPOye-D| 








322 Hazzidakis, Differentialgleichungen mit symmetrischer Integraldeterminante. 


Folglich ist, wenn man die Determinanten 


(0) H(0) ... Ho (oy"-n| 1H$P(0) BO)... HP | 


| und 


. » ” * * » “ “ . [2 [2 [2 ” ” ” u 
| | 
H:> (0) 3290): . RR (0) H”(0) ... APP 
mit S* und S, bezeichnet, 


(19) 8.8, = 1.(1.2)°(1.2.3%...(1.2.3...(@-DJITH® (0). -DretDer, 


Aus dieser Formel sieht man, dass unter der gemachten Voraus- 
setzung, dass die Unterdeterminante H‘”(w) mit der Determinante 4(w) keine 
Wurzel gemein hat, das Product S”.S, also auch beide, S” und S;, von Null 
verschieden sind. 


Wir können nun das System der Gleichungen (9.) nach den Coeffi- 
eienten C, auflösen, d. h. die Coefficienten C, so bestimmen, dass die z,;, 
Xo3, +9, nz beliebig gegebene Werthe annehmen. Zu dem Ende multipli- 
eiren wir beide Seiten mit Hi’ (w,) und summiren nach i; dann finden wir 
mit Beachtung der gefundenen Formeln: 


C,K@,).H{”(o,) = ZH$ (0,)2,; 
oder 


(20.) C,H; (w,).4(w,) = —ZH5” (w,)2,;, 


woraus man sieht, dass, wenn die Wurzeln w,, ®,, ..., ®, von einander 
verschieden, d. h. alle einfach sind, die Werthe von C,, C,, ..., C, ganz 
bestimmt sind. 

Setzt man diese Werthe in die Gleichungen (8.) ein, so erhält man 
die Werthe von z,, (wo i und v verschieden von P sind) durch z,;, 225, : +», 


x,,; ausgedrückt. Man findet auf diese Weise mit Berücksichtigung der 
Formeln (14.) und (15.) 





| Ha) Ha) 
el) DE ee 


Wir haben gesehen, dass die Determinante des Systemes 
(4.) = |EPa2,-E” a, = 0, 


0 


worin die &,4, 2345 +++, %,s als bekannt angesehen werden (die mit T, be- 
zeichnet worden ist), im allgemeinen, d. i. wenn die Ei” durch keine Re- 
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lation verbunden sind, von Null verschieden ist, und deshalb haben die 
übrigen x ganz bestimmte Werthe, wenn die &,;, 233; 3++, Zus; beliebig 
bestimmt werden. Hier haben wir die Werthe (21.) von x, durch die 
Tips Tags +++, %us gefunden, also das System (4.) nach den z,, aufgelöst, 
und zwar im allgemeinen Falle, wo zwischen den E! keine Relation 
existit. Da nun dieses System zwei verschiedene allgemeine Lösungen 
nicht haben kann, so schliessen wir, dass die Formeln (21.) und (8.) die 


., 
/ 


allgemeine Lösung dieses Systemes geben. Folglich muss die Determinante 

derselben, nämlich T,;, ein Theiler des gemeinschaftlichen Nenners in 

(21.) sein. Dieser gemeinschaftliche Nenner ist /7f(w,), oder, nach (17.) 
i 


bis (19.), S”.S,.d(w,, @, ..., ®,)’.M (wo M eine bestimmte Zahl bedeutet). 
Von den drei Faetoren dieses Nenners sind die S” und S, jeder in Bezug 
auf die E von der Ordnung In(n—1), der andere aber von der Ordnung 
n(n—1), während die Determinante T,; von der Ordnung Ir(r—1) ist. Nun 
aber kann S“ durch T, nicht theilbar sein, weil sie die Ei”, E{”, ..., E\ 
nicht enthält. Ebenfalls ist der Factor d(w,, ®,, ..., ®,) durch 7, nicht 
theilbar, denn die Voraussetzung Ei =0 für A <S u macht T, = 0 (wie leicht zu 
sehen), während d(w,, ®,,..., ®,)' gleich dem Produete //(E”— E®) wird. 

Hieraus schliessen wir, dass S; durch T, theilbar sein muss, und 
weil beide von gleicher Dimension sind (in Bezug auf die E), so folgt, dass 

T;, = 9.8; 

sein muss, wo p einen Zahlencoeffiecienten bedeutet. 

Wir haben auf diese Weise die Determinante des Systemes (4.) be- 
stimmt. Dass die Determinante S” auch in (21.) vorkommt, ist leicht zu 
erklären; sie ist nämlich die Determinante des Systemes 


Z|E®2,—EOz,| = 0, 


iv 


das man erhält, indem man E{ statt E\” schreibt. Dieses neue System 
wird offenbar durch dieselbe Determinante /(w) aufgelöst. 


Die Formel ($.) 
I, = 2 C,H” (w,)H/” (w;) 


s 
k 
muss eine Aenderung erleiden, wenn die Determinante /(w) gleiche Wur- 
zeln hat. Wenn nämlich die Coeffiecienten E# sich einem Zustande nähern, 
wo zwei Wurzeln gleich werden (etwa w, und w,), so fallen beide parti- 
41* 
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culäre Lösungen 
H/ (w,).H“(o,), H!®(w,).H(” (w,) 


in eine zusammen. Man kann aber statt der zweiten folgende Lösung 


nehmen 
H“)(o,)H( (@,) — H()(o,) H(*)(w,) 


ww, @, 





L) 


welche sich, wenn ®, gleich », wird, auf die nach ®, genommene Ablei- 
tung der ersten redueirt, d. i. H{” (»,)H/” (w,)' + Hf{” (w,)' H‘”(w,). Auf ähn- 
liche Weise wird allgemein gezeigt, dass, wenn die Wurzel w, p-fach ist, die- 
selbe » partieuläre Lösungen des Systemes (4.) liefert: 


H®o)H (0), [H®o)H@o)], [HP@)HRW, ..., 

[4 (w,) A, (w,)]?”. 
Dass mit dieser Aenderung die Formel (8.) noch die allgemeinste Lösung 
des Systemes (4.) liefert, lässt sich leicht erkennen. In der That kann man 
auch jetzt die Üoeffieienten C,, C;, ..., C, so bestimmen, dass die z,;, 


E55 ++, 2uz beliebig gegebene Werthe annehmen. Denn die Determinante, 
von der diese Bestimmung abhängt, lässt sich in die Form 


| H\(w,) H (w,) ... H\(w,) 
| H\ (w,)' H: (w,) ... H(w,) 


| 


a ae er ee ia m 
Hi? (a)? 9a)... a? H;° (0,7. 45 (0,41)... 5° (@,), 








How) HOW)  ... How, 























oder 
1 w, w’ wem! 
as 1.2...(@—1) 
er es 
S”.H/? (o,P.H%® (w,41)... Hi? (w,)- 1 1.2...(n—1) 
ı mn m 
1 3 1.2...(n—1) 





setzen, und diese letztere ist unter der schon gemachten Voraussetzung, 
dass H$”(o) und 4(®) keine Wurzel gemein haben, von Null verschieden. 

Auf ähnliche Weise wird man verfahren, wenn die Gleichung 
JS(o) =0 mehrere vielfache Wurzeln hat. | 
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II. 
Wir haben jetzt noch zu sehen, ob die gefundenen Werthe (8.) der 
;, ein Fundamentalsystem von Lösungen der linearen Differentialgleichungen 
(1.) bilden. Ihre Determinante |x,,| ist leicht zu finden, sie ist 


C,.0,.C,...C,.(D°) 
oder 


0.0.0... 0,8 Pa, 0 22. - 


1?.(1.2)?(1.2.3)°.. =... (na —1))? ' 
also verschieden von Null, wenn die Coefficienten C,, C,, ..., C, von Null 
verschieden sind. (Im Folgenden beschränken wir uns auf den Fall, wo die 
Gleichung /(®)=0 keine gleichen Wurzeln hat.) 

Drücken wir noch aus, dass die Werthe (8.) der &,, die Gleichungen 
(1.) erfüllen, so finden wir mit Hülfe der Formel («.) für die Coeffieienten 
C,, ©, ..., C, folgende Bedingungsgleichungen, deren Anzahl }»(»+1) ist: 


dH“)(w; 
E (7 dC; —(C, @,)H« (a) Ho) + C,H - (0) — ; 2 ) 

(22.) w dH, m N % 
+C,H3” (o,) - MR 0, 





und wenn wir diese Gleichungen mit H{(o,).H{P (o,) = und über 
v und o summiren, so erhalten wir 








(23.) C.f(o)N®+0,f(®,)N ee W, (wen > u) 
und- 
d 
(24.) ar log, = 7 zNM. (wenn 2= u ist) 
Zur Abkürzung ist dabei gesetzt: 
dH(®) 
(25.) NP = ZHP(w,) .: 


Aus den Gleichungen (24.) lassen sich die » Coeffieienten C,, ©, ..., €, 
der Werthe (8.) durch Quadraturen finden. Die übrigen 4»(»—1) Gleichun- 
gen (23.) müssen alsdann von den Üoeffiecienten E des gegebenen Systemes 
erfüllt werden. Es ergeben sich also die nothwendigen und hinreichenden 
Bedingungen für die Existenz einer symmetrischen Determinante der Lösun- 
gen des Systemes (1.). Diese Bedingungsgleichungen nehmen, wenn man die 
Werthe der C, aus (24.) berücksichtigt, folgende Form an: 








un ae dlog N," dlogf(w,) , HogN;> 
4-7 N en = w B_, 
(26.) &— fo N 2 a” O,— ZN gr a u " 
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Sind diese Bedingungen (26.) erfüllt, so lassen sich die bei der Integration 
der Gleichungen (24.) auftretenden Constanten so bestimmen, dass auch 
die Gleichungen (23.) erfüllt werden. Dann hat das gegebene System 
folgende Lösungen 

= 2 C,H” (o,) H/ (o,), 


folglich ist die allgemeine Lösung desselben: 
(27.) 0, = IA, = 20,4,” (@)|2A,H,” (0), 


wo A, As, ..., A, beliebige Consianten bedeuten. 


Um eine Anwendung zu geben, will ich den besonderen Fall be- 
trachten, wo alle N}’’(A = u) Null sind. In diesem Falle lassen sich die 
Unterdeterminanten H{”(o,) und HS’ (o,), mithin auch das System (1.), leicht 

H\)(w;) 


finden. Zu dem Ende multiplieiren wir die Gleichung (25.) mit 7" 


und summiren über 4, so kommt 





























< dH\”) (w,) Ts Weise H() (w ) 
(28.) a -zM fo) 
Ferner hat man aus den a (14.): 
dB“) (o,) | 
)( u > 
a =H, @;) Fr = —N | A>u) 
; dH@r 
= H\” (@,) em ui _— N en. 
und daraus ... sich: 
aa) _ Eee dogflu # 
(30.) a _ NG erg -+HY (w,) = 
Aus diesen Gleichungen folgt jetzt nach der oben u Voraussetzung 
m=0 asu) 
dlogH() (w,,) _ nm 1 
di " fon) ' 
mc Mi - -nw_L 1 4 dlogf(w,) | 
4 fo) di 


oder auch 
H®(o,) = AW,e/Prdt 


(31.) 2 
Ho) = Bw. /Frdtea,) 
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NW 
wo A'* und BC) Constanten bedeuten und der Kürze wegen P, statt fo.) 
i Wu 


geschrieben ist. 
Die 2n’ Constanten A) und BY genügen folgenden Gleichungen: 





ZAPB® = 1, 

(32.) | z4PBW = 0, eD 
| 5 ADB® = 0, =) 

(33.) ZAmBP = 1, 


welche sich aus den Formeln (14.) und (15.) unmittelbar ergeben. Be- 
zeichnet man die Determinante 

) 1 1 1 
El a --, 





| 
| 
} 
| 


ee, ee 
mit # und die A/* entsprechende Unterdeterminante derselben mit 0%, 
so findet man aus den Gleichungen (32.) und (33.) 


B») — er. 
v m 


Nachdem wir die 4” und H%? gefunden haben, können wir auch die Üoef- 
ficienten E{? des Systemes (1.) aus der Formel (16.) berechnen. Wir finden 
auf diese Weise 

i 1 BE 

(34.) Er” = re} AD OD, 
folglich ist das System der linearen homogenen Differentialgleichungen, für 
welches N = 0 ist (A > u), das folgende: 

“ dx Da 
EEE A) ga), 

(35.) 0. rules ZA, 0» x,. 

Die n’ Constanten AD» bleiben willkürlich, auch die &,, ®,, ..., ©, sind 


beliebige Functionen der unabhängigen Variablen £. In der That findet 
man leicht aus (34.): 





l 


Z.E® A® 


y 


V, AN, (,oe=1,2,...,n) 


woraus die Gleichung 

4(o,) = 0 F=1,2.u0 
unmittelbar folgt, welches auch die Constanten A? und die Functionen 
DD or, @, Kein Mögen. 
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Die symmetrischen Lösungen des Systemes (35.) sind nach dem Vor- 
-hergehenden: 


2, = Z0,A® ABl Pıdt, 
k BJ 
es ist aber nach den Gleichungen (31.): 
Ho) = ABe/Prdt _ Bo eSPdteca,), 
folglich ist 
e/Pıdi _ Ba fo) _ OS flo) 











? © 

also 
i 1 am am HP Frla,) 
(36.) ee 


Die Üoeffiecienten C, müssen aus den Gleichungen (24.) bestimmt werden. 


Nun ist aber 
(%) 
2 /P,dt = I0g 1; : a, 











0.48 
also 
__.  dlogf(w;) 
a, = m: 
und 
je8 1 df(w;) 
£ Be 
(k) . ° 
weil P,= Fo) ist. Dieser Werth von N”, in die Gleichungen (24.) ein- 
A 


gesetzt, giebt 
dlogC; dlogf(w;) 
De u 








folglich ist 
Co) = Ge/*", 
wo C, die aus der Integration entspringende Constante ist, und die symme- 
trischen Lösungen des Systemes (35.) sind also 
7 "wy.d 
zu = ZAMANEN"“, 


' ak) 
wo statt ——„ bloss C/ geschrieben ist. 
0.48 


Aus diesen Lösungen folgt endlich die allgemeine Lösung desselben 
Systemes (39.): 
= ZM,AD e/** 
k 


wo M, eine willkürliche Constante bedeutet. 
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Zur Theorie der Differentialparameter. 
(Von Herrn J. Knoblauch.) 





Di. von Beltrami eingeführten Differentialparameter, deren funda- 
mentale Bedeutung für die Theorie der Abwickelung bekannt ist, sind in 
neuerer Zeit auch für diejenigen Differentialformen aufgestellt worden, welche 
ausser dem Quadrat des Linienelements in der Flächentheorie eine Rolle 
spielen. Die hierbei gefundenen Ausdrücke und deren Anwendungen er- 
scheinen jedoch meist nicht in ihrer einfachsten Gestalt, und zwar weil 
man darauf verzichtet hat, die jedesmaligen Voraussetzungen der Formeln 
scharf hervorzuheben und auf ihre kleinste Anzahl zusammenzuziehen. 
Während ein Theil der Resultate der simultanen Transformation irgend 
zweier quadratischen oder bilinearen Differentialformen seine Entstehung 
verdankt, beruht ein anderer auf dem Zusammenhange zwischen den Üoef- 
fieienten dieser Formen und den Cartesischen Coordinaten der Fläche. Dies 
soll im Folgenden genauer dargelegt werden; ein Hauptzweck der Unter- 
suchung ist aber, auf die Wichtigkeit derjenigen linearen Verbindungen 
aus den ersten Ableitungen einer Function hinzuweisen, welche #robenius 
in einer vor Kurzem erschienenen Abhandlung (dieses Journal, Bd. 110, 
S. 14) eingeführt hat. Allerdings bedürfen diese Grössen, wenn ihre Be- 
deutung klar hervortreten soll, einer veränderten Definition ($ III). Die 
nachstehend entwickelten Formeln finden sich zum Theil, von dem dort 
eingenommenen Standpunkt hergeleitet, in der eben erwähnten Abhandlung. 
— Eine ausführliche Angabe der Ausdrücke für die in der Flächentheorie 
auftretenden Differentialparameter ist für den vorliegenden Zweck nicht er- 
forderlich; und ebenso wenig sollen die sich darbietenden Anwendungen, 
z. B. auf die Theorie der Reeiprocalflächen, der Evoluten und der Curven 


auf den Flächen an dieser Stelle in Betracht gezogen werden. 
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Es sei 
(1.) (c,du+c,0dv)du+ (c, du+c»0do)do =6& 


eine gegebene bilineare Differentialform. Ihre Coefficienten c, sind regu- 
läre Funetionen von « und v; der Bereich dieser Veränderlichen sei ausser- 
dem so begrenzt, dass die Determinante der Form, 


(2.) 162 CC = Lt, 
stets dasselbe Zeichen behält. Zu & gehört der bilineare Differential- 
parameter 


s) le. E- re ET 28 Be. ”] - 4. %) 


und ein zweiter, welcher aus diesem durch Vertauschung von mit w 
hervorgeht. Setzt man 











1 o@,») _ D 
(4.) Ye O(u, v) Er «(> Y), 
'E Ga _ 
(3.) Ye Er J; 
so ist 
(6.) Ay, p)—4I.lp; Y) 2; —J.D.(9, Y). 


Unter Ye wird ein beliebiger, aber dann bestimmter Werth der Quadrat- 
wurzel aus c verstanden; ist c positiv, so soll, wenn nichts anderes be- 


merkt wird, auch Yc positiv genommen werden. 
Für w=9 liefern beide Grössen /, übereinstimmend den Differential- 
parameter? erster Ordnung der Function y(u, v): 


lest r El] = in 


Die beiden Differentialparameter zweiter Ordnung werden durch die Aus- 
drücke 


RR. Br. . ME. ERBE. 
1 oo’ m 2 an ’ 
ee ine ae = 29, 














Op _ 0p °P Op 
| oO du io r. Fon ua Ir | un 
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erklärt und hängen unter einander durch die Gleichung zusammen: 


(10.) 2p—-Ryp = DJ. p). 
Für &,=c, werden die beiden bilinearen, sowie die beiden Differential- 
parameter zweiter Ordnung identisch, und es würde behufs ihrer Definition 
ausreichen, die quadratische Differentialform 
C„du’+2c,dude-+c,do’ 
in Betracht zu ziehen. 


Setzt man im Besonderen die in 6 auftretenden Paare von Differen- 
tialen einander gleich, so erhält man die quadratische Form 


(11.) Cndw+(c5+C.,)dudo+c„de = TFT, 
deren zugehörige Differentialparameter also aus den Ausdrücken (3.) und 


(8.) dadurch hervorgehen, dass ec. und e,, durch 4(e.+c,) ersetzt werden. 
Es sei 








(12.) Du a 2 == 
6) Bi } 
(13.) [fe Cı a I(c.+e PEN. u ER P_Ke.+0,) = e | —=A $, w), 
pP op Op je 4 Op N 
(14.) FF : du 4(c,+c,,)— op „a we ov 3(c,, F-c,,) du &i Aa 
| Ve Lu Ye O0 Ve Se; 

und ferner 

(15.) — wi 


gesetzt. Die eben eingeführten Differentialparameter stehen, wie eine ein- 
fache Rechnung lehrt, zu den vorher definirten vermöge der Gleichungen 


1 N 
(16.) 4.9, 9) = tee: W-4LD., W) 


a7) Rp = z [49-2 49 D+WVAD.(H, W)] 


in Beziehung. 


Il. 
Es seien nun weiter 
(1.) a,du+2a,dude+a,de’ = A, 
(2.) b,dw+2b.dude-+b,,do’ — B 


zwei quadratische Differentialformen, mit den Determinanten a und b. Die 
42* 
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zu ihnen gehörigen Differentialparameter gehen aus den Gleichungen 
1 (3, 7,8) für c,=a, und c,=b, (c,;=c,) hervor. Wenn eine der beiden 
Formen vor der anderen bevorzugt erscheint, wie dies in der Flächentheorie 
mit A= ds’ der Fall ist, so empfiehlt es sich, namentlich für die praktische 
Berechnung, noch einen weiteren Differentialparameter zweiter Ordnung ein- 
zuführen, nämlich 
Ö Ö Ö Ö 

CE: An e been | 2 be de sa 

Ya L 9u Ya Ov ya 
Eine bilineare Differentialform ergiebt sich als Covariante von A 
und B durch den Ausdruck 








2, 4 du +0 de, Gudurande| 
Ya|b,du+b,do, b,0(u be 


dargestellt. Setzt man 


(4.) 


(4b. —@2b,, = N, And And = N; 


(8.) 


la.5»—a»b,: = N; a,5b2 —Aıb = Na, 


so wird nach I (1.): 








| 1 
ET RETTET 
Ya 
(6.) | 1 1 
Cy= —Nı „= Na 
ya ? / 


Die invarianten Grössen, welche in den vorhin aufgestellten Formeln vor- 
kommen, lassen sich durch die beiden algebraischen simultanen Invarianten 
von A und B, nämlich 





(7.) —2a, „D,,+a,,b Bi H,,; Br ct -—= KR, 


RR zr 
a a1; A, —a?, 


ausdrücken; wenn keine Verwechselung eintreten kann, mögen diese einfach 
mit H und K bezeichnet werden. Es ist 


(8.) c=aK, c= —ta(H’—4K), 
mithin 
| BE 2; MH 
(9.) = ar ae ie a 3 


Ferner ergiebt sich die Gleichung 


(10.) Ip oh K 1 [4,9—44,(9, K)]. 





‘ 
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Eine zweite wichtige Covariante von A und B ist bekanntlich die Form 
(11.) HB—-KA =E, 
deren Differentialparameter durch die der beiden Ausgangsformen dargesteilt 
werden können. Man findet 


1 
(12.) 4.9 vw) = 7 IH, v)—-4., W)) 


2. 


(13.) Sy = z 


[724 - IH YK4,(Y, iz 


Welche Differentialparameter man im gegebenen Falle am zweck- 
mässigsten direet berechnet, um dann die übrigen aus diesen Relationen zu 
entnehmen, hängt selbstverständlich von der Natur der Function g ab. 

Von der sich unmittelbar darbietenden Erweiterung der eben gege- 
benen Definitionen und Formeln auf ein System zweier bilinearen Formen 
kann für das Folgende abgesehen werden. 


III. 


Nimmt man zu den Formen A, B und ihren algebraischen Covarianten 
die Differentiale der Invarianten H und K hinzu, so kann man mit den 
elementaren Hülfsmitteln der Formentheorie eine grosse Anzahl covarianter 
und invarianter Ausdrücke herstellen, welche im allgemeinen von den Ab- 
leitungen der Coeffiecienten a, und b,, abhängen. Die Theorie der Flächen 
giebt den Weg an, auf welchem man sich in diesem Gebiete orientiren und 
diejenigen Grössen auffinden kann, deren Einführung naturgemäss und nütz- 
lich ist. Es seien (X, YıZ,), (A,Y,Z,) die Riehtungscosinus der Haupttan- 
genten in einem Flächenpunkte, dessen rechtwinklige Cartesische Coordi- 
naten mit x, y, 3 bezeichnet sind. Für diese Cosinus bestehen Gleichungen 
von der Gestalt 

(1) ME a a N 


ya tn S— 
* Du k op 


. 
o( a) 
’ oe Form 


7 
. . .. © . .. . 
welche darauf führt, die Grösse Wo +r, als eine zugehörig 


oo 
oder als einen Differentialparameter von 9 für das Formenpaar (A, B) nach- 
zuweisen. Die beiden irrationalen algebraischen Invarianten dieser Formen 
seien mit r, und r, bezeichnet, so dass 


(2.) r.+n=H, nrnn=K; H’-AK=(r-—-r); 
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ferner sei 


(3.) Ro 9 
In der Flächentheorie ist 


[A = ds’ = Edu’+2Fdudv + Gdv’, 


(4.) ds? 
jo 





—= Ldu’+2Mdudo+Ndv’, 
und für das Quadrat des Linienelements einer Evolute ... sich der Ausdruck 


ds; = E,du’+2F, dudo + G, dev? I; 8 ed’— TER. 





(Vgl. zum Folgenden meine „Einleitung in a Mina Theorie der 
krummen Flächen“, $ 81.) 
Es werde nun allgemein 
(8) (1-&\KA-,B)+de! = A 
gesetzt und aus A, und de, die lineare Covariante gebildet, welche der 


Functionaldeterminante entspricht, ferner mit der Invariante ® multi- 


2(g, —8,) 





plieirt; das Resultat sei 
(6.) M, = Ya(v, du— u, do). 
Dann ist, wenn man die Operation in gleicher Weise für die Form 


(1- DENE: —0,B)+do} = A, 


ausgeführt denkt und mit a, en Determinante von A, bezeichnet: 











1 f 00, Ö 
uU, = nl rg (a2 —bi 0,) a (4 5201) | y 
yayar 
7.) 1 © &n do 7 (k=1, 2) 
Em 2 a5 Oi ne 
93 = Yaya, | (a1 b..0;) Fu (daı— bu) 


Vermöge des Werthes von a, enthalten diese Ausdrücke nur scheinbar die 
Ableitungen der Grössen o;,, d. h. der Coefficienten a, und b,. 
Aus der Form von M, folgt die gesuchte Peg der oben ge- 


nannten, homogenen linearen Function von Er und nd - Es werde gesetzt: 
Ö Ö 
u, tr en an 0,9, 
(8.) | 
Ö 6) 
nr 
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dann gehen also 9, und 0, bei einer beliebigen Transformation zu neuen 
Veränderlichen in die formell gleichgebildeten Ausdrücke über. 

Für die Determinante der Gleichungen (8.) ergiebt sich mit Be- 
nutzung von 


(9.) (a1— 510) (a2 — b20,)- (a2—50,) = 0 (k=1, 2) 
die Formel 


1 
(u,y;— u;V,) I ar 


Nach willkürlicher Annahme der Wurzelwerthe Ya und Ya, kann man durch 


passende Verfügung über Ya, bewirken, dass 
1 
(10.) UN —UrI, = — 
Ya 
wird. 
Um gleich an dieser Stelle die Festsetzungen zu erledigen, welche 
für die Flächentheorie gebraucht werden, so ist dort 


E>UL 82% serFr>ı T>0 a T>N „= R>0, 

Die abwickelbaren Flächen werden von der Untersuchung ausgeschlossen. — 

Die eben gemachte Zeichenbestimmung läuft auf eine bestimmte Wahl 
des Fortganges auf einer der beiden Krümmungslinien hinaus. Die Para- 
meter der beiden Schaaren dieser Curven, welche durch die Differential- 
gleichung F = 0 bestimmt werden, seien mit p und g bezeichnet, die Fun- 
damentalgrössen der Fläche für diese Parameter mit E, @, .... Der Index 
1 beziehe sich auf diejenigen Grössen, welche der Schaar g = C zugehören. 
Geht man auf einer Curve dieser Schaar in der Richtung fort, nach welcher 
p wächst (und entsprechend für die zweite Krümmungslinie), so wird 


1 02 1 0x 
(11.) A,= VE öp ’ A,= VG Er 





mithin 
. 1 : 1 
(12.) u, = YE'’ s,= 0, u= 0, V, = Ve 
Die Gleichung (10.) wird erfüllt. Jede der Grössen 
wu Mani d 
(18,) 00 - 


ist gleich dem Inerement der Function y beim Fortgange längs einer 
Krümmungslinie, dividirt durch das Bogenelement dieser Curve. 
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Die Auflösung der Gleichungen (8.) nach den Ableitungen ergiebt nun: 


bg Er 

a = Ya(v,9,9-v, 0,p), 
(14) E ö 

Fr = Ya(—w9,y+w9Y). 





2 
Bildet man hieraus 42 auf doppelte Weise und setzt die entstehenden 


Ausdrücke einander gleich, so folgt: 
(15.) 09,9,9-9,99 = 1IAYP-9 9,9. 


Hierin ist 


9, = Va(—-v,9, 1w-+rv, u, + 1,0, —u, 0) — (Ya), 
ya 
u 1 = 
g = N a I RER, 
a 


d. h., wenn die Operationen © auf die Gleichung (10.) angewandt werden: 
9, = Va [u.(9,,-99,)—r.(9,1—9;u,) ], 
= Ya [u,(9r-99,)-r (9 9;u)]. 


Die Form der Gleichung (15.) lässt erkennen, dass die Grössen g,, 9, sich 
bei einer beliebigen simultanen Transformation der Formen A und B in- 
variant verhalten. Geht man speciell zu den Variablen p, q über, für welche 


(16.) 














4, =0, d,=0 
ist, so erhält man in Folge der Gleichungen (12.) oder 
. 1 . 1 
Ba u = v, = () u: u ( v. = — 
( ) 1 Ya’ : 1 ’ 2 ) 2 Va; 
die Werthe: 
a 1 ya, 1. a, 
(1 .) Yı = re u . 2 = 7 - 5 = -— = 
va, ,@;, 1 va, ,@,, pP 


Die hier von selbst auftretenden Invarianten fallen also, geometrisch inter- 
pretirt, mit den geodätischen Krümmungen der Krümmungslinien zusammen. 
Auf die Brauchbarkeit dieser Grössen für gewisse flächentheoretische Unter- 
suchungen habe ich bereits an einer anderen Stelle [Acta mathematica, 
Bd. 15] hingewiesen. Welche Invarianten dritter Ordnung — so kann man 
g, und g, im Hinblick auf die Flächentheorie bezeichnen — noch ausser- 
dem von vornherein einzuführen sind, lässt sich nicht allgemein entscheiden. 
Vom Gesichtspunkt der Formentheorie aus bieten sich offenbar zunächst 
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die Grössen dar: 
0,H, @H, 0A, ©K 
oder 
ern, Br. Gr, Bar 


Vom geometrischen Standpunkt dagegen wird man auf die Krümmungs- 
maasse K,, K, der beiden Evoluten-Schalen geführt. Die a. a. O. mit (19.) 
bezeichneten Gleichungen lassen sich bei Anwendung des Zeichens © 
folgendermaassen schreiben: 


f r* . 
O,r, = To 2 r Gr, = (r, —1,)9ı: 
(18.) ER | 
2 r; 9; 
An= (nn) An= 





2 1 2 


Aus ihnen folgen mit Hülfe der Relationen 


(19.) 0,H = O,r,+0;r., 9,K=r,O,n+r6;r, (k=1, 2) 


für die beiden Krümmungsmaasse die Ausdrücke: 





* RR ER? —r! Gyr, 

m hen Ben 
Die mittleren Krümmungen der Krümmungsmittelpunktsflächen lassen sich 
dann rational durch g,, 9, K, und K, darstellen [a. a. ©. (17.)]. — Hervor- 
zuheben ist, dass die zweite und dritte Formel (18.) aus den flächentheo- 


retischen Fundamentalgleichungen folgen, also für beliebige Formen A, B 
nicht gelten. 


IV. 

Mit Hülfe der Operationen ©,, ©, lassen sich die mit A und B zu- 
sammenhängenden Differentialparameter, wie sie in den Paragraphen II und 
I definirt worden sind, in einfacher und übersichtlicher Weise darstellen. 
Man hat dazu nur die in ihnen auftretenden Verbindungen 


a Op ü op N Op Op - Og a. Op 
100 2 Ou ? 1 oo 2 Du ? m Du 3 De ? 


nach den Gleichungen III. (14.) durch ©, und 9, auszudrücken und 


bei den Differentialparametern zweiter Ordnung die Differentiationen, eben- 
Journal für Mathematik Bd. CXI. Heft 4. 43 
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falls nach diesen Gleichungen, durch die Operationen © zu ersetzen; wie 
dies schon bei der Herleitung der Formel III. (15.) geschieht. Die nöthigen 
Reductionen ergeben sich mit Benutzung der Formeln: 


A ) (Aut t 2021,94 AV; = 1, (k=1, 2) 
la. +a;(u, v,+1V,)+ 42 v,v,, = 0, 
2.) Kate e 2b24u,9%,+b2v, = Tr, (k=1, 2) 


bu +bu(urn. 4 r)+barv; =. 


Auf diese Weise folgt zunächst: 


(3.) I.(P, y) . Op O, v+ Op O,Y, 
(4.) d,, v) = GP Y+R9:PO;Y, 
(9.) IP un 9,9,9+9,9, 9-99, 9-99: Y. 


Bei der Berechung von /, treten neue Invarianten hinzu, nämlich, wenn 
zur Abkürzung 


(6.) bu t+bor, = m, bit + bar, = N; k=1,2) 
gesetzt wird, die Grössen: 


(7) | v,O,n, —vı I,n, +, O,m — u, O,m, = r,1—O:r,, 


| u O,n.+rv, On, — u; O,m; + u, O,mM; = n9.—Oır:, 


deren eben angegebene Werthe sich durch Uebergang zu den Variablen 
p, g herausstellen. Dabei werden die Gleichungen benutzt: 





(8.) m =rVa, m=0, m;=(0, m, =nla,. 
Der gesuchte Ausdruck ist: 
(9) Iap = n9,9,9+r, 99,9 —-(r— O9,n)9 p-(rı—- Oır,)9;Y, 
und es ergiebt sich dann der Werth von 4 aus der Gleichung II. (10.) 
und der aus (4.) folgenden: 
d,($, K) = ,9,99,K+0,9,9K. 


Setzt man: 


1 
10) +4 


ir r 
=h,h, 5 —-9RZ-=h, 
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so lässt sich das Resultat auf die Form bringen: 
(11.) Sp = 0(9,9,9-h,9,Yy)+9(%9;p—h,9;,Y). 
Die auf die Covariante E bezüglichen Differentialparameter sind mit 
Hülfe dieser Ergebnisse aus den Formeln II. (12.), (13.) sofort herzuleiten: 


(12.) 4.9 y) = IPA YV+EMpO:Y, 
(13) Lp = 0(9,9,9-(2h,—9)9,p)+0(9;9p—(2h,—g,)9;Y). 
Zur Bestimmung derjenigen Ausdrücke, welche mit 6 zusammen- 


hängen, braucht man noch die Relationen: 


[| N19ı — Nıadtı = ar, V,, NıYı. Neal: = —ar,ıV;, 
a4) 

Narı "Nat, = AT,U,, NY. "Na2U2 = Ar, Us, 
aus welchen folgt: 


Op Op 





di Se 2 
Nu, Te, = (la) (rn, y—rr, Ip), 
(15.) 
op op AN3/ “ 2 \ 
N +2, = (ar, 9, y—rzu,O;Y). 


Hieraus ergiebt sich nach I (3.), unter Berücksichtigung der Werthe II (6.): 

(16.) Ip, 9) = @IPIY—-g9:p 9, W. 
4J.(p, w) kann nach 1 (16.) abgeleitet werden, wenn 

a 
D(9; Y) Ber 7 D,$; ) 

bekannt ist; J. und A sind bereits angegeben worden (II (9.)). Aus den 
Gleichungen III (14.) folgt aber 

(17.) D.(g, v) = 9,99 v—- 09,99, w; 
mithin ist: 

5) 


(18.) Ip, y) = (9,99y+09,p09,W). 


Tr, 





Die Berechnung von /y wird wieder zweckmässig an die eines Differential- 
parameters 4,.p geknüpft, welcher durch die Gleichung 


E 0% og Op Op 7 
N, F + N, 9 . To N \ + 17 6} r 
19. 2 1 Ö  o e” 08 oO ’N Ou 2 90 
( ) Ip == . R- | all; 2555 


Ou a ö 


) a 


rt 


Ya 
definirt wird und mit #p vermöge der Formel 
(20.) 1:9 = 7 [429-34.49, K)] 
43* 
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zusammenhängt. Die auftretenden Invarianten sind dieselben wie bei 4,Y, 
und die Resultate werden: 


21.) pp = r, 9,9, 9-9, 99 —-(n— rn) 9,y+ (9-9) 9,Y 
(22.) IYy = 9(9,9,y-h,.9,p)—-o, (9, ;p—h,9;Yp). 


Verfährt man ebenso für /;y, indem man den aus /,,p leicht ab- 


2 


zuleitenden Differentialparameter /,.p hinzunimmt, so erhält man: 


(23.) (CH —4K)4,y = (9,9 9-99) (9P 99, p). 


V. 


Die vorstehenden Formeln sind vollständig aufgestellt worden, um 
zu zeigen, in wie fern die Bildung der Differentialparameter durch die An- 
wendung der Operationen © ersetzt werden kann; wenigstens sobald die 
simultane Behandlung zweier quadratischen Differentialformen in Frage 
kommt. Es ist noch nachzuweisen, wie man mit Benutzung jener Glei- 
chungen die Grundformeln für die in der Flächentheorie auftretenden Diffe- 
rentialparameter erhalten kann, von denen einige, und zwar nicht bloss die 
der Form ds’ zugehörigen, in neuester Zeit für wichtige Aufgaben verwerthet 
worden sind. In den gefundenen Ausdrücken sollen und w gleich den 
(srössen 

., 9 ,  # Z 22XAI=P, 12#-P 
angenommen werden. Die Berechnung vereinfacht sich von vornherein 
wesentlich dadurch, dass man die Gleichungen 





n\ nn [a1 
of 1 0), oX 
> -= alNus, te 
N ou T ou ov 
SR of 1 0), 04 
a mr Na en 3 Na, 
| ©v T Oo  . © 


hinzunimmt, welche für 
Ti 
=, u 3 0 

bestehen und aus der Definition der Grössen X, Y, Z, nämlich 
Zu Dies), -«. 


folgen. Ersetzt man in ihnen die Ableitungen durch die Grössen O,f, O,% 
vermöge der Formeln III (14.) und löst nach den beiden ersten Grössen 
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Li 


auf, so folgt: 


(2.) 9f=-n9% Af= -1n09:%- 

Die Formeln des $ IV lehren dann, dass man ausser den Invarianten nur 
diejenigen Grössen zu kennen braucht, welche durch ein- oder zweimalige 
Anwendung der Operationen ©, auf x und Q entstehen. Denn die auf y 
und 3 bezüglichen Resultate ergeben sich aus denen für & durch einfache 
Vertauschungen. 

Die sechs, in den allgemeinen Formeln auftretenden Invarianten 
dritter Ordnung 

95 95 Or, Or, Or, Or 

redueiren sich in Folge der Fundamentalgleichungen auf vier. Die erste 
dieser Gleichungen lässt sich am einfachsten in der Gestalt 


(3.) K,=K 


ab a 
darstellen, wo K, die Gausssche Invariante der Differentialform A = ds’ be- 
zeichnet. Wie schon erwähnt, können die beiden anderen durch die zweite 
und dritte Gleichung II (18.): 
(4.) n-Orn ng, 1n9-On = rg: 
ersetzt werden, und es bleiben mithin die Grössen 
.._ n.. er Sr Es a Kr, 


als unabhängig übrig. Man erhält noch 


” (Q, re . Pr 
(9.) = Dr (H+ ri ); = > (H+ ( ek )- 
Nun ist (III (1.)): 

(6.) =, z= X, 
und es sind daher die vier Grössen ©,X, zu bestimmen. Man kann diese 
Berechnung mit Hülfe der Eigenschaften der geodätischen Krümmung und 
der Frenetschen Formeln durchführen; oder, wenn man nichts aus der Geo- 
metrie, speciell der Curventheorie, entlehnen will, auf direetem Wege durch 
Uebergang zu den Variablen p, g, wobei die partiellen Differentialglei- 
chungen zu benutzen sind, welchen die Cartesischen Coordinaten der Fläche 
genügen. Man findet so: 

(7.) JE Kh=—-gA, Wa=z=NK, = —gÄ),, 

8) 0,9 =09,X=-rA+gfl, NEON, =enXA+gHÄ.. 
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In Folge von (2.) treten den Gleichungen (6.) die folgenden zur Seite: 
(9.) 9,X=-rX, 9,X=—nÄ, 


Es sind die altbekannten Formeln von Rodrigues. Aus ihnen ergiebt sich, 
entsprechend (7.) und (8.): 


(99X = ngAıt+(rn—r)gÄRr, 





(10.) \oox 
29, = (n—r)1Äı+trgÄ:, 
0,0,X = ng Kto, 
(11.) | ra" 
0,0,X = RANK, er X.. 





Werden diese Ausdrücke in die Formeln des $ IV eingesetzt, so erhält 
jeder Differentialparameter zweiter Ordnung die Form: 


(12.) Ic=AX+A N, +AÄ,, SX=BX+B,X,+B;X,, 
wo die Grössen A, ..., B, Functionen der Invarianten zweiter und dritter 
Ordnung oder Constanten (Null eingeschlossen) bezeichnen. Sieht man von 


den Differentialparametern mit doppeltem Index ab, so ist die von Beltrami 
gegebene Formel 


(13.) de = HX 

(und ihr Speeialfall, #X=—2X) dadurch vor den übrigen ausgezeichnet, 
dass sie die einzige ist, in welcher keine Invarianten dritter Ordnung vor- 
kommen. — Die übrigen Differentialparameter erscheinen als einfache qua- 
dratische oder bilineare Funetionen der Grössen X,, ..., Z,; die Coefficienten 
sind Invarianten zweiter Ordnung oder Constanten. 

Um aus diesen Ausdrücken die Differentialparameter der Functionen 
P und Q abzuleiten, hat man — von direceteren Wegen abgesehen, welche 
sich in einigen Fällen darbieten —, die Formeln zu benutzen, welche sich 
auf die Differentialparameter einer Summe und eines Produetes von Func- 
tionen beziehen. Es treten dabei die Grössen 


ZrX, = F(c+t0,A)A, = 22,X,=P: (=1,2) 
auf, welche die algebraischen Werthe der Abstände des Coordinatenanfangs- 
punktes von den beiden Hauptebenen (oder Tangentialebenen der Evoluten- 
Schalen) darstellen. — 


Führt man in die Ausdrücke der Differentialparameter zweiter Ord- 
nung für die willkürlichen Funetionen die Grössen H und K ein, so kommt 
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man zu Invarianten vierter Ordnung. Eine Beziehung zwischen solchen 
ist vermöge der Bonnetschen Darstellung des Gaussschen Krümmungsmaasses 
bekannt; es ist: 


(14.) K= 9: +9: -N-h- 
Wird diese Gleichung in eine Relation zwischen Differentialparametern von 
H und K umgewandelt, so erscheinen die der zweiten Ordnung nur in der 
Verbindung £K—K4,H. Aus diesem Umstande ist leicht zu schliessen, 


dass die Relation mit der von Frobenius [a. a. OÖ. S. 31] aufgestellten über- 
einkommen muss. 
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Zur Verallgemeinerung der Function 4m) in der 
Zahlentheorie. 
(Von Herrn K. Zsigmondy in Wien.) 





Die Anzahl Z der zwischen zwei positiven Grenzen M und N (MN) 
gelegenen und dureh die Primzahlen p,, ..., p, nicht theilbaren Zahlen be- 
stimmt Kronecker in seinen Vorlesungen über Zahlentheorie durch den 


Ausdruck 
En RR: 


wo die Summen sieh über die betreffenden Combinationen der Elemente 


zZ = [N]-[M]-z 2-05] ı5 


pp’ 


R ® .. > 
Pıs +, P, zu erstrecken haben und das Symbol [| die grösste ganze in 


R 
-„ enthaltene Zahl bedeutet. 
Ersetzt man nun p,,...,p, in der Formel für Z durch beliebige positive 


dem (@uotienten 


ganze Zahlen »,, ..., z,, von denen je zwei relativ prim zu einander seien, 
so erhält man einen Ausdruck, der, wie im Folgenden gezeigt werden soll, 
noch immer die analoge Anzahl darstellt. 

Es bezeichne f(T) irgend eine Funetion von l. Fügt man zu dem 
Systeme f(l) l=1, 2, 3, ...) alle diejenigen Systeme f(k.n,, m, ».-, 2) 
(k=1, 2, 3, ...) hinzu, bei welchen ö, ..., ö, irgend eine Combination 
aus einer geraden Anzahl von Elementen der Reihe 1, 2, ..., s bedeutet, 
und scheidet man hierauf alle diejenigen Systeme aus, bei denen ü. .... ö, 
eine Combination aus einer ungeraden Anzahi von Elementen bildet, so bleibt 
von dem Systeme f(!) die Gesammtheit der Functionen f(«), deren Argument 
kein Vielfaches von r,, ..., 2, ist, allein übrig. Jedes Multiplum » von 
irgend einer Combination von »,,..., 2, hat nämlich die eindeutig bestimmte 
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ist. Es kommt somit f(m) in dem Schlusssysteme (1-(N)+()----)-mal, 
also überhaupt nicht vor. 

Berücksichtigt man nun in dem ursprünglichen Systeme nur die 
r ersten Elemente, so erhält man, für +} der Kürze halher r, geschrieben, 
die Gleichung: 


an’ 


1) ZI) = EIW-EZIUN)+EE Mm) +, 
0. kai n k=1 Ko} 


nn?’ 


in welcher das « alle positiven ganzen Zahlen zu durchlaufen hat, die 
kleiner oder gleich r und durch »,, ..., », nicht theilbar sind, und die 
äusseren Summen auf der rechten Seite sich über die betreffenden Com- 
binationen der Elemente n,, ..., », zu erstrecken haben. 

Setzt man in der Gleichung (1.) speciell f(k)= 1, so ergiebt sich 
für die Anzahl y(r; n,,...., n,) der Zahlen, die kleiner oder gleich r und 
durch n,, ..., », nicht theilbar sind, der Ausdruck 


(tr; n,..,0n) = r-Zr trat 
. n 


Die Differenz p(N; m, ...,%,)-Y(M; n,, ..., n,) liefert die zu Z analoge 
Formel mit der analogen Bedeutung. 
Nachstehend sollen noch einige Sätze über die Funetion y(r; n,, ..., %,) 


angegeben werden. Zunächst lässt sich durch den Schluss von o auf o+1 
folgende Gleichung beweisen: 


yp(r; N, ...; N, Vi, ...;: v,) uns p (r; N,, ...:. N.) =Y ee N,. 2 n,) 
+ 3y(r,,53 0... 9,)-,t3 
vv’ & 


speciell ist für e=1: 


Plz MH 0 9) = Pl 0 2 Pl Mir ee, M,) 
Weiter kann unter Benutzung dieser Relation die Formel 


4 
r= ol; N, 4 0,)+ Spt; My oocy Mi-ız Aiyın oo; Ro) 
= 


nn’ 
nF 


tyra; Nee n,)+t'"; 
ebenfalls mittelst höherer Induetion bewiesen werden. Sie besteht nämlich 
für e=1. Nimmt man sie also für o—1 Zahlen n,, ..., n,_, als bewiesen 
an, so kann man sie in die Form 
Journal für Mathematik Bd. CXI. Heft 4. 44 
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ai n)+SpC; n,, Be n,_,)+ 


u AUR N,, u. 9,1) Pp(Fan,s N; ... n,_,)—"" 
un AU N, Er nt Ppltun,s N, ...;, n,_1)+ 


setzen, aus welcher sich durch Addition der verticalen Zeilen die Gültigkeit 
derselben Gleichung für g Zahlen n,, ..., n, ergiebt. 
Durch ein ähnliches Verfahren erkennt man die Richtigkeit der 
Gleichung 
rm zyrs My rer, R,), 


in welcher das d sich auf alle Combinationen n;“, ..,n,*<r(k=1,2,..., 0) 
bezieht. 

Wählt man als Zahlen »,,..., », die verschiedenen in r aufgehenden 
Primzahlen, so erhält man den bekannten Satz r = n yY(d), wo das Öd alle 


Theiler von r zu durchlaufen hat. 

In analoger Weise kann ein in der Theorie der Kreistheilung auf- 
tretender Satz verallgemeinert werden, so dass er sich in der folgenden 
Form aussprechen lässt: 

Ist f(k) irgend eine Funetion der ganzen Zahl k und besteht für 
alle ganzen Zahlen r die Gleichung 


=) =Fr), d=mi, ... a; zn &=1,2,..., 0) 
so ist 
fr) = F)—- EFF )+ Fl) + 


Der Beweis stützt sich auf ähnliche Betrachtungen wie die oben ange- 
deuteten. 

Zum Schlusse sei bemerkt, das aus der Gleichung (1.) durch 
passende Wahl der Function f(«) eine Reihe anderer Formeln abgeleitet 
werden kann. So ergiebt die Speecialisirung f(@) = « respective f(«) = log« 
die Summe respective das Product aller Zahlen, die kleiner oder gleich 
r und durch z,. .... 2, nicht theilbar sind. 
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On Halphen’s Characteristie n, in the theory 
of Curves in Space. 
(By Prof. Cayley in Cambridge.) 





l we consider a ceurve in space without actual singularities, of the 
order (or degree) d, then this has a number A of apparent double points 
(adps.) viz. taking as vertex an arbitrary point in space we have through the 
curve a cone of the order d, with A nodal lines; and Halphen denotes by n 
the order of the cone of lowest order which passes through these A lines. 
For a given value of d, A is at most = 4(d—1)(d—2), and as shown by 
Halphen it is at least = [4(d—1)'], if we denote in this manner the integer 
part of I(d—1). For given values of d, A, it is easy to see that » must 
lie within certain limits, viz. if v be the smallest number such that 4v(v-+3) 
equal to or greater than A, then » is at most =rv; and moreover » must 
have a value such that nd is at least = 2h, or say we must have nd = 2h+-6, 
where # is =0 or positive. For any given value of d, we thus have a 
finite number of forms (d,h,n), and we have thus prima facie eurves in 
space of the several forms (d,h,n): but it may very well be and in fact 
Halphen finds that when d=9 or upwards, then for certain values of h, 
as above, there is not any eurve (d,h,n); thus d=9, h=17 the values of 
n are n=4, n=5, but there is not any ceurve d=9, h=11 for either of 
these values of n; or say the curves (9, 17,4) and (9, 17,5) are non- 
existent. And in the Notes and References to the papers 302, 305 in vol. 5 
of my „Collected Mathematical Papers“, 4’ Cambridge 1892, see p. 615 
I remarked that in certain cases for which Halphen finds a curve (d,h,n) 
such curve does not exist except for special configurations of the A nodal 


44* 
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lines not determined by the mere definition of » as the order of the cone 
of lowest order which passes through the A nodal lines; for instance d= 9, 
h=16, n=4, for which Halphen gives a curve, 1 find that for the existence 
of the eurve it is not enough that the 16 lines are situate upon a quartic 
cone, but they must be the 16 lines of intersecetion of two quartic cones. 

In fact starting from an existing curve, say the complete intersection 
of two given surfaces of the orders «, v respectively, we have as is known 
d= uv; 2h= uvr(u—1l)(v—1): we find also as will appear » = (u—1)(n—]): 
hence also „nd = 2h, viz. the cone of the order » through the k nodal lines 
meets the cone of the order d in these lines counting each twice, and in 
no other lines. I remark also that A is = 4n(n+3) if u+r=4; viz. we 
have here two nodal lines Iying in a plane; but if u+v >4, then % is 
greater than 4n(n+3), viz. in this case the nodal lines are not % lines 
taken at pleasure, but they are lines subject to the condition of lying in a 
cone of the order n. But this is not all; the kA nodal lines lie not only 
in this cone of lowest order », but also in cones of the orders »-+1, 
"+2, ..., a+(u+v—2) respectively: I do not for the moment attempt to 
determine the number of independent conditions which are hereby imposed 
upon the % lines. 

The last mentioned theorem constitutes in fact the geometrical 
interpretation of results contained in Jacobi’s paper „De eliminatione varia- 
bilis e duobus aequationibus algebraieis“ (this Journal t. XV, (1836) 
p. 101— 124.) Consider the two equations 


U= ("fe, 9, s, #=0; V/=- (ey 3 o’=0; 


representing surfaces of the orders u, v respectively; since the form of the 
equations is quite arbitrary, we may without loss of generality assume that 
the point (z,y,3)= (0,0,0) is an arbitrary point in space; and this being 
so, we find the equation of the econe, vertex this point, which passes through 
the curve of intersection of the two surfaces by the mere elimination of w 
between the two equations. As the reasoning is exactly the same for a 
partieular case, I write for convenience «=3, v=4, and consider the 
two equations 


Aw+Aw+Aw+A;, = 0, 
B,w'+B,w+ B,w’+B,w+B, = Q, 


where the suffixes show the degrees in regard to (xz,y, 3), viz. A,, B, are 
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mere constants, A,, B, are linear functions (*Tx, y, 2)‘, As, B, quadrie fune- 
tions (*Jx,y,2)’ and so on. Multiplying the first equation successively by 
l, w, w’, w’, and the second equation successively by 1, w, w’, we have 
7 equations from which to eliminate 1, w, w’, w’, w*, w’, w", and the 
result is 





| KO Ai 
Bi Aue: 
Be A 
A A A 4 = 0), 
mE Te 
BB, B B B B, 
u | 


viz. this is an equation 


(iz, Y; 3) Yo 0, 


of the cone of the order d= 12, through the eurve of intersection of the 
two surfaces: say this equation is 2=(0. 

But if we only multiply the first equation by 1, w, w’ successively 
and the second equation by 1, w successively then we have 5 equations 
serving to determine the ratios of w’, w*, w’, w’, w, 1, viz. we have these 
quantities proportional to the six determinants which can be formed out of 
the matrix 


| Ar Ar Ar Al 
ri: | 
7 ae En: wor | F 
u Gr 5 
er er 


say we have 


w:w:w:w:w:l 


= LIEBEN: PLO:E, 


where L, M, N, P, Q, R represent homogeneous functions (*)xr, y, 3)’, of 
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the degrees 11, 10, 9, 8, 7, 6 respectively. We may if we please write 


Sage, Abein..... yahk.. Se a ie 
ae She Ge er ne < 


or eliminating w we have the series of equations which may be written 
L, M, N, P, Q 
M N PF, Q, R 


= 0 


viz. we thus denote that the determinants formed with any two columns 
of this matrix are severally =0. This of course implies that each of the 
determinants in question is the produet of £2 into a factor which is a homo- 
geneous function of the proper degree in (z, y, 3), so that the several 
equations are all of them satisfied if only 2=0. We have for instance 
PR—0Q’= 42, where 4 is a quadrie function (*Vx, y, 2)’; similarly 
NR-PQ=B2, where B is a ceubie funetion (*Tx, y, 2)’; and the like 
as regards the other determinants. 

If the ratios z:y:z have any given values such that we have for 
these 2 =0, then » has a determinate value, that is on each line of the 
cone 2=0, there is a single point of the eurve of interseetion of the two 
surfaces: the only exceptions are when for the given values of @:y:z, the 
expressions for w assume an indeterminate form, viz. w has than two values, 
and there are upon the line two points of the eurve, or what is the same 
thing, the line is a nodal line of the cone: the conditions for a nodal line 
thus are L=0, M=0, N=0, P=0, Q0=0, R=(, viz. each of these 
equations is that of a cone passing through the nodal lines of the cone 2 = 0; 
the cone of lowest order is A=0, a cone of the order 6 meeting the cone 
‘2= U) ot the order 12 in 36 lines each twice, which lines are ceonsequently 
the nodal lines of the econe 2=0. The mere condition of the 36 lines 
Iying upon a econe of the order 6 shows that the 36 lines are not arbitrary; 
and we have moreover through the 36 lines cones of the orders 7, 8, 9, 10 
and 11 respectively. Obviously the foregoing reasoning is quite general, 
and for the surfaces of the orders u, v we have as stated above the cone 
‘2 of the order ur, with = Lur(u—1)(r—1) nodal lines, the interseetions 
(each counting twice) of this cone with a cone of the order » = (u—1)(r—1); 
and moreover the h nodal lines lie also in cones of the orders n+1, n+2, ..., 
n+u--7—2 respectively. 
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To examine the meaning of the theorem, I form the table 














a A Be EEE ee 
RE 
3 rei 
m Fa SE TEE = 8 
ei 7 
25/10 20 456789 

er 
3,3| 9 18 45,678 
3,4 | 12 36 6,7,8,9, 10, 11 
35 15 60 8,9, 10, 11, 12, 13, 14 


44 16 72 9,10, 11, 12,13, 14, 15 
' 20 120 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19. 


> 
®“ 
St 


Here u, v=2, 2, there are 2 nodal lines, which are arbitrary, and of 
course lie on cones of the orders 1, 2, 3 respectively. So u, v=2, 3; 
there are 6 nodal lines, which are not arbitrary, inasmuch as they lie on 
a cone of the order 2; but regarding them as arbitrary lines on such a cone, 
we can through them draw a cone of the order 3 or any higher order, and 
it is thus no speecialisation to say that they lie upon cones of the orders 
3, 4and 5. But going a step further «=2, v=4: here we have 12 nodal 
lines, which inasmuch as they lie on a cone of the order 3 are not arbi- 
trary: and they are not arbitrary lines upon this cone, for they lie on a cone 
of the order 4, and such a cone can be drawn through at most 11 arbitrary 
lines on a cubie cone: [in fact upon a cone of the order ®, taking at pleasure 
N lines, the condition that it may be possible through these to draw a cone 
of the order 4+1 is 4(9-+1)(0+4)= N+3 at least; for if this number 
were =N-+2, then through the N points we have only the improper cone 
(ce+Py+yz)U,=0, if U,=0 is the cone of the order 6]. It thus appears 
that the 12 nodal lines are not arbitrary lines on a cubie cone, but that 
they constitute the complete interseetion of a ceubie cone and a quartie cone. 
But through such 12 lines we may draw cones of the 5th and higher orders, 
and it is thus no further condition that the 12 lines lie on cones of the 
orders 5, 6 and 7 respectively. 
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So again u=3, v=3; we have here 18 nodal lines, which inasmuch 
as they lie on a cone of the order 4 are not arbitrary: and they are not 
arbitrary lines on this cone inasmuch as they lie also on a cone of the 
order 5, and such a cone can be drawn through at most 17 arbitrary lines on 
the quartic cone: it thus appears that the 18 nodal lines are 18 out of the 
20 lines of intersection of a cone of a quartic cone and a quintie cone. 
But there is no further condition, for through such lines we can draw a cone 
of the order 6 or any higher order and thus the lines lie on cones of the 
orders 6, 7 and 8 respectively. It appears probable however that for higher 
values of a, v, it would be necessary to take account not only (as in these 
examples) of the cones of the orders » and n-+1, but of those of higher 
orders n+2, ete.; and thus that it is »o£ the true form of the theorem to 
say that the A nodal lines must be A out of the »(»+1) lines of intersection 
of two cones of the orders » and n-+1 respectively. 


It appears by what precedes that the kA, = Lur(u—1)(v—1), lines 
which are the nodal lines of the cone of arbitrary vertex which passes 
through the eurve of interseetion of two surfaces of the orders u, v respec- 
tively, form a remarkable special system of lines, which well deserve further 
study. I remark also, that without having proved the negative, it seems 
to me clear that given the values of d, h, » it is only in the cases where 
the A lines form some such special system (and not in the general case 
where the A nodal lines are any lines whatever on a cone of the order n) 
that there exists a curve (d, h, n); and thus that the question for further 
investigation is, for given values of (d, h, n) to determine the conditions 
necessary for the existenee of a curve in space with these characteristies 
(d, h, n). 
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5 fr. 50 lich. 1. Bd. 1n-8, av.5 pl. Berlin, 4883. (12 fr. 50) 
Contient : Picard (E.). Sur les &quations differentielles 5 fr. 
lindaires. Appell. Sur l’&quilibre d’un fil flexible. Gour- 41158 Bulletin de la Soeicte mathdemati- 


sat (E.). Sur un probläme relatif aux courbes & double r EZ man ı ww =. 
courbure, e& autres m&moires de Sabatier, Brillouin, que de France. Tomes I a XX. In-8. 1873- 





Kenigs, et Garbe. y2. (300 fr.) 190 fr. 
i$ Annales de Mathematiques pures et 4159 Bulletin des sciences mathemati- 
. . ; hans ad; s par Darboux, Tannery ei Houel. Origine 
appliqudes. Recueil periodıque redige p. queos paı > N ıpıne, 
J. D. Gorgonne et J. E. Thomas-Lavernede 1870, & 1891. In-8. (880 Ir.) _ 250 fr. 
Tomes ia.IV et V faso. 4 a 44 (manque fase. 4160 — Ideım. 2° serie. Tome XII. In-8. 1388. 
12). In-4, av. pl. Paris, 1510-14. Tres rares.|, (15 fr.) i i ‚10 fr. 

60 fr. all Bulletin hebdomadaire de lasso- 
(9 Annales seientifiques de l’Ecole nor- | Ciation scientifique de France. 17° se- 

male superieure. Ir" et 2° ser. (1864 & rie, 1865 a avril 1880, 25 vol. (complet), 2* 

1883). 47 vol. in-4 et table. (510 fr.) 350 fr. serie, tome I, avril-oct, 1880. En tout 26 vol. 


Idem. 4884 & 14892. Chaque arnee. 30 fr. in-8, en demi-rel. chagr. 1865-80. 75 fr. 
— Chaque ann6e separee de 1864 a 1883. | 4162Cambridge and Dublin Mathomatical 
25 fr. Journal. Collection complete, 1839-54, 13 


— Numeros separ6s : 1879, octobre, 1876,| vol. in-i, demi-veau. 550 fr. 
juill.a nov., 1832, aoüt, 1884, janv.,f&v., 1885, Tres rare. (ontinus par le Quarterly journal of 
fevrier. Chaque n*® 1 ir. 50. pure and applied Mathematics. 


150 ae ‘ Turn rc 14163 Crelle’s Journal für reine und an- 
ar De SE. Nas‘ a gewandte Mathematik. Vol. 1 a 110. In- 
or r 1 Da ‘ 96-9; . 

in-4, av. pl. Milano, 1867-92. 350 fr. 4. 1826-92. 2000 fr. 


. La collection complete. Une partie des volumes sont 
Chacune des dernieres annees peut &ätre vendue de la reproduction p pa 





nn 


ae 18 fr.| __ dem. Vol. 4 &4.Originaldruck. 4 vol. bro- 
3i Annals of Mathematies. Edited by| ches. 1826-27. 80 Ir. 
Urmond Stone a. Wm. M. Thomston. Vol. I| Ou chaque vol. s6pare&. 30 fr. 
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— Idem. Vol. 88, 89, 90,91, 92, 93, 94, 96. Cha- 
que vol. m. 


4164 Dingler’s polytechnisches Journal. 
Collection complete. Vol. 4 a& 280 (1891 in- 
clus), dont une centaine de volumes sont 
relies. 950 fr. 


4165 Giornale di Matematiche, dir. da G. 
Battaglini. Vol, 1-26. 1863-88. in-4. Napoli. 
80 fr. 

41466 Jahrbuch über die Fortschritte der 
Mathematik. Vol. 4 a 20. 1873 & - 
400 fr. 


4167 Jornal dos seieneias mathematicas 
e astronomicas publicado pelo F. Gomes 
Teixeira. Tomes I a XI. 44 vol. in-8. Coim. 
bra, 1878-91. (448 fr. 50) 100 fr. 

Je puis fournir quelques volumes separ&s pour 10 fr- 
chacun. 


41468 Jornal de seienecias mathematicas, 
physicas e naturaes plublicado sub os auspi- 
cios da academiä real das scieneias de Lis- 
boa. Tomo IV. In-8, av. pl. Lisboa, 1873. 
(8 fr.) 3 fr. 


4169 Journal de l’ecole polytechnique. 
Cahiers 1 & 62. 1794 a 1891. Collection tres 
rare. Bel exemplaire, dont les cahiers i & 
25 sont reli6es en demi-veau. 800 fr. 


— Idem. Cahiers 1& 4 en vol. bas., Tet8 en 
4 vol. demi-rel., 11 a 18, 20 a 34, 42, 43, 44, 
52, 58, 59. Ensemble. 250 fr. 

Separöment & prix divers. 


-— Idem. Cahiers, 24, 53, 58, a 9 fr. 


4170 Journal de mathematiques pures 
et appliquees, par Liouville, Resal, Jor- 
dan e.a. Origine, 1836,& 1874 inclus,ou 1’® et 
2° series. 39 vol. in-#. (1.170 fr.) 7150 fr. 

Idem. 1875& 1892, ou3®sörie.10 vol. 4°serie. 
T.I a8. Chaque annee de la 3° serie. 25 fr., 
de la 4* ser. 30 fr. 


Idem. 4"® serie, tomes la X. In-4, av. pl., 
br., n. c. 1836 a 1845. (300 fr.) 4160 fr. 


4471 Leipzig. — Berichte der mathema- 
tisch-physikalischen Klasse der K. Sächsi- 
schen Akademie der Wissenschaften. Collec- 
tion complete, 1849 a 1891. 145 fr. 


4172 Mathematical Monthly, edited by J.D. 
Runkle. Complete en3vol. in-8. Cambridge, 
Mass., 1859-61. 55 fr. 

4173 Messenger of mathematies. Collection 
complete, 1872-91. 20 vol. in-8. Cambridge 
et London. 300 ir. 


Rare, 


4174 Messenger of mathematies. Old se- 
ries. 5 vol. 1862-71. New series, vol. 1-20. 
1872-91. In all 25 vol. in-8, cloth. 400 fr. 


Rare. 


4175 Nouvelles Annales de math&ömatiques, 
redigees par Terquem et Gerono. A’ ser. 
compl., 1842-61. 2° ser. T. I a VII. 1862-68. 
27 vol. in-8, d.-veau, non rog. 250 fr. 

— Pour completer, je puis ajoulter :2°e sör. 
T. VIIIA XX. 3° ser. Tomes I a XI. 1869-1892. 

350 fr. 


u 
— Idem. Are ser. Tomes XIVAXX, relis, 


broch&s. 7 vol. in=-8. 
— Idem. 2°: sör. T. VI. 1867, rel. 


Ces volumes sont &puises chez l’editeur, 
— Idem. 3° serie. T. VIII. 4889. (15 fr.) 40: 


4176 Pamietnik towarzystwa nauk secisly 
w. Paryzu. Tom IV, VI, VII, X et X1. In. 
br. Paryz, 1874. (a20 fr.) Chaque vol. 40} 


70 
10 fr 
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4177 Petersbourg. — Denkschriften MM Deux 
k. Russ. geographischenGesellschaf Our 
Mathemat.-geograph.-phys. Abtheilung.T. Mathe: 
hrsg. v. J. Poliakofl. In-8. 1875. En russ äla B 

fr sh 

4178 Polytechnisches Centralblatt. Hr Bl: 
von Hülsse, Weinlig, Böttcher u. A. Az practic 
nees, 1835 &a 75 (tout le paru). In-8 et MM admodı 
in-4, av. nombr. pl. Leipzig, 1835-75. 300 Mi Explici 

4479 Proceedings of the mathematie are 
Soeiety.Vol. 1-16. In-8. London. MM... bei 

4180 El progreso matematico, period nenis s 
de matematicas puras y aplicadas, direcifi Bor; 
don Zoel G. de Ga)deano. Prix de l’abon 2 com 
mentannuel. I de arith 

4181 Quarterly Journal of pure and ag : merc 
plied Mathematies. Vol. 1-26. In-4. Lig per Mis 
don, 1858-91. 900 Mg Venetia 

Rare. In-4, de 

4182 Rendiconti del eircolo matematie v 
di Palermo. Tomo Il. Da marzo 1884 AL ve 
glio 1887. Gr.in-8,n. c. Palermo, 1887. (121 19 Fina 

en bros ge 

4183 Rozprawy isprawozdania z posied Megarös 
wydzialu matematyczno-przyrodniczego Ai iig., br. 
demii umiejetnosci. Tomes I, II, IV, broch % Hall 
VI, VII rel.d.-ch.In-8, av. planches ennor I 
en couleurs. Krakowie, 1874-80. Hi be coll 

and sut 

4184 Soeiete philomatique de Paris. @ üitel m 
ble generale par noms d’auteurs des Wi. Lond 
ticles contenus dans les 5° 6° et Te sine: gr. 
des bullelins. 1836-38. In-8. 1890. he 

4185 — Bulletin de la Soeciete philomalß ‚.n.ajse 
que de Paris. 8° serie,tome I,n” 2 et 4. 7... "en 
rie, tome XI, n® 3et 4 (1886-89). 1S0- ' 
n® 3, et 1890-91, n* 1. Les n® av. pl. !n Le Pi 

"re et du 

4186 — Memoires publies par la Sociä@@ dans le p 
philomat. ä l’occasion du centenaitf@@ar. 8 pl., 
sa fondation. 1788-1888. Un fort vol. in Ouvrage 
avec 24 planches n, et col. 18288. (35 Mi riginalite ı 

SENT Morla 

Travaux importants par Berthelot, J. Bernf@@iwo arith 
E.-L. Bouvier, F. Mocquard, P. Duchartre, A. Fa short 
chet, etc. ling the o 

4487 — Berthelot. Notice sur les originesf@@äs likewii 
surl’histoire de la Soci6&t& philomatique. Ing @v. portr. 


(Extr. 17 pp.) 1883. 2. London 
Morland 





4188 Zeitschrift für Mathematik u. Fi los II Ar 
sik, hrsg. von Schluemilch. Witzschel, Ci, 
tor u. Krahl. Annedes 1 a 37 et 7 suppl. In re 
Leipzig, 1856 a 92. tion. & 5 
— Idem. Jahrgang XI (1866), relie. . mar. roug 
— Idem.— XXV (1880), relie. u 
4489 — Idem. Jahrgang I, n® 4,2, 4, 5,6. E Ramu 
ne 4,2, XV, n° 6. Chaque n® 1 fr "emalicaı 
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liäs a Pr 

10 fr 

0 b) Ouvrages divers. 

4200 Tonstallus (Cuthebertus). De arte sup- 

Me RARA MATHEMATICA putandi Il. ıv. In-4, vel. Parisiis, ex off. R. 
Sy 00 Baeza (Lod.). Numerandi doctrina pr@- Stephani, 1529. Rare. 20 fr. 
1 In clara methodo exposita. Pet. in-8, demi-rel. 
EEE naroq. rouge, tr. d. Lutetis, Cavellat, 1559. | 4201 Adam. Sur les systemes triples orthogo- 
n de (Deux ff. manuserits.) 18 fr. naux, In-4, 80 pp. 4887. 2 fr. 50 
ehaf Ouvrage rare non mentionns dans la « Bibliotheca Pen , n 
ET Mathematica » de Murhard. Iln’y a pas d’exemplaire | 4202 Agnesi (Mlle). Trait6s &l&mentaires de 
der äla Bibl. Nationale et Mr. Chasles ne le connaissait calcul intögral. In-8, av. fig., maroq. rouge, 

3 h pas. fil., tr, dor. (Derome). Paris, 1775. 20 fr. 
Her Blasius (Martinus). Liber arithmetice Bel exemplaire du cardinal de Rohan. 

ko practice astrologis, phisieis et caleulatoribus | 4203 Allegret (A.-F.-M.). Sur le calcul des 
et gi admodum utilis. (A la fin ;) quaternions de H. Hamilton. — Sur les prin- 







Exolieit liber arithmetices... Toannis Martini 
Blasius... Parisiis ed... Joannis Parui et 
Joannis Lambert. 1513. In-fol., cart. Titre 
av. belle marque d’imprimerie et encadre- 
ments sur bois, fig. d. le texte. 60 fr. 


9 Borgi (Pietro). Libro de Abacho. Feuille 
2 commence : (Qui comeza la nobel opera 
de arithmeticha ne la qual se tracla tulle cose 
a merchantia pertiente facta e compilata 
per Miser Piero borgi da Venetia. (A la fin:) 
Venetia, per lacomo Pentio da Lecho... 1517. 
lo-4, dos de ve&l. Edition rare non cit6e, 

15 fr. 


300 f 
rätie 
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natie Manquent ff. 3&6 et 9 A16. Les exemplaires com- 
4 al pletsse paient dans les 50 a 60 franes. 
‚(12 13 Finaeus Orontius. In sex priores li- 
‚m bros geometricorum elementorum Euclidis 
siedzi Megaresis demonstrationes ete. In-fol., av. 
golf fig., br.. dereli6. Lut. Par. 1544. 7 fr. 50 
ro Halliwell (J. O.). Rara matliematica ’ 
Tora collection of treatises on the mathematies 
“Wind subjects connected. From ancient ine- 
ris. Ti ditel mss. In-8, demi-mar. rouge, coins, tr. 
des d. London, 1839. 40 fr. 
" Tu Henrion (D.). M&moires math&matiques» 
"Erecueillis et dresses en faveur de la noblesse 
oma franzaise. 2° &d. augm. In-8, cart. 1623. Le- 
1880. ger, mouillures dans les marges du haut. 
| ne 8 fr. 


‚Welle Poivre. Trait# des sections du cylin- 
"Elıe et du cone, consider6es dans le solide et 


Socit@ dans le plan, avec des demonstrations. In-8. 
naire@@ av. 8 pl., veau. 1704. 16 fr. 
‘ol. in Ouvrage d’une haute valeur pour la nouveautös et l’o- 
(51 riginalit6 da mode de demonstration qui y est employ6. 
Nu Morland (S.). The description a. use of 
Bert wo arithmetick instruments, Together with 


‚A. short treatise, explaining a. demonstra- 
ing the ordinary operations of arithmeltick. 

gines As likewise a perpetual almanack. Pet. in-12, 
ue. In ar. porte. et pl.,demi-mar. rouge, coins, tr. 
2Wd. London, 1673. Rare. 46 fr. 


Morland &tait möcanicien en chef ä la cour de Char- 








u. les II d’Angleterre, 
=; 1 ® OQughtred (W.). The circles of propor- 
’ gun a. the horizontal instruments, with ad- 
5 dition. 2 prts. en A vol. in-8, av. pl., demi- 
War. rouge, coins, tr. d. Oxford, 1660. Rare. 
u 16 fr. 
„5 Ramus (P.) (La Ram6e). Scholarum ma- 
fr hematicarum Il. xxxt. In-4. Basile®, 4569. 
Sfr. 
AP 2 RE 


cipales inegalit6s du mouvement des satelli- 
tes de Jupiter. In-4, 75 pp. 1862. 2 fr. 


420% Amigues (E.). Lecons d’algebre. In-8. 
1890. 10 fr. 


4205 Andr& (A.-D.). Developpement en söries 
des fonctions elliptiques et de leurs puis- 
sances. — Terme general d’une serie döter- 
minee a la facon des series recurrentes. In- 
4, 67 pp. 1877. 2 fr. 

4206 Appell (P.). Sur les propridtes des cu- 
biques gauches et le mouvement he&licoidal 
d’un corps solide. In-4, 34 pp. 1876. 2fr. 

4207 — Sur les intögrales de fonctions a multi- 
plicateur et leur application au d&veloppe- 
ment des fonctions ab&liennes en söries tri- 
gonometriques. In-4. 1889. (Extr.) 8 fr. 


4208 Arboux (Gaston d'). Lecons sur la th&o- 
rie gen6rale des surfaces et les applications 
geometr. du calcul infinit&simale. ire partie: 
Generalitös, coordonne6es curvilignes, surfa- 
ces minima. In-8, neuf. 1887. (15 fr.) 12 fr. 


4209 Bachet (C.-G.). Problemes plaisants et 
delectables qui se font par les nombres. 4* 





ed., revue par A. Labosne. In-8. 1879. 3 fr. 
4210 Baumann _(J.-J.). Die Lehren von 
Raum, Zeit und Mathematik in der neueren 
Philosophie. 2 vol. gr. in-8, n. c. Berlin, 
1868-69. 6 fr. 
4241 Berg (van den), Sur les relations r&cur” 
rentes periodiques entre les coefficients du 
döveloppement des fonctions. In-8. (Extr.) 
1881. 1 fr. 50 
4212 Bergbohm (J.). Neue Rechnungs-Metho- 
den der haheren Mathematik. In-8, br, Stuttg. 
1891. it fr. 50 
4213 Berger (A.). Sur quelques applications 
de la fonetion gamma älathöorie des nombres. 
In-4 de 88 p. Upsala, 1880. 6 fr. 
42414 Bertrand (J.). Trait& de caleul intögral. 
In-4. 1870, 725 pp. Rare. 60 fr. 


4245 — Sur l’applieation du calceul des proba= 
bilitös ala theorie des jugements. In-%. (Extr.) 
4888. 4 fr. 50 

4216 — Lecons eur la thöorie mathömatique de 
l’eleetrieite. In-8. 1890. (10 fr.) 8 fr. 


4247 — Thermodynamique. Gr. in-8, avec fig. 





1887. 10 fr. 
4218 — Calcul des probabilitös. Gr. in-8, 1889, 
12 fr. 
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4219 Bertrand. Traite d’arithmetique. In-8, 
demi-bas. 1872. 1 fr. 25 


4220 — Analyse math&matique. Rapport sur 
les progres les plus recents. Gr. in-8 de 
38 pp. 1867. 1 fr. 50 


4221 Beughem (Corn. ä). Bibliographia mathe. 
matica. Cum ind. Pet. in-12, veau brun. Am. 
stelodami, 1688. 5 fr, 


4222 Biehler (Ch.). Sur les d&veloppements 
en series des fonctions doublement p6rio- 
diques de 3® espece. — Sur la theorie des 
&quations. In-4, 184 pp. 1879. 3 fr. 50 


4223 Bierens de Haan (D.). Overt het diffe- 
rentieren van eenige elliptische integralen 
naar den modulus, of eene funclie daarvan. 
In-4. Extr. 33 pp. Amst., 1879. 1 fr. 50 


4224 — Suppl&ment aux tables d’integrales d&- 
finies qui forment letome IV des M&moires 
de l’Acadömie. In-4. Extr.,92 pp. Amst. 1864. 

2 fr. 50 


4225 — Tweede ontwerp eener naamlijst van 
logarithmentafels, met opgave van den tijd, 
de plaats en de grootte, alsmede van het aan- 
tal decimalen, alles zoo verre bekend. In-4. 
Extr. 35 pp. Amst., 1875. 1 fr. 50 


4226 — Iets over zamenstelling van differentiaal 
vergelijkingen uit eene aangenomen inte- 
graalvergelijking.Extr. 36 pp.1879. 4 fr. 50 


4227 Bossut (Ch.). Essai sur l’'histoire gen6- 
rale des mathömatiques. 2 tomes en{4 vol. 
in-8, avec portrait, d.-chag. pl. toile. 1802. 

4 fr. 


4228 Boucher (A.). Du d&terminant quadrila- 
tere. In-4, av. AA pl. 64 pp. Angers. 1888. 
4 fr. 


4229 Bourdon. Elöments d’arithme&tique. 31* 
edit. In-8. 1860. 2 fr. 


4230 Bourgeeois (Ch.) et Cabart. Lecons 
nouvelles sur les applications pratiques de 
la g&ome&trie et de la trigonomötrie. In-8, n. 
c. 1853. 2 fr. 50 


4231 Boussinesq. Cours el&mentaire d’Ana- 
lyse infinitesimale. 2° &d. 2 vol. gr. in-8, 


avec fig. 
Tome I. — Caleul differentiel; 4887.. 17 fr. 
Tome II. — Calcul integral ; 1890.... 23 fr. 


4232 Bretschneider (C.-A.). Die Geometrie u. 
die Geometer vor Euklides. In-8, pl. Leipz 
4870. (5 fr. 50) 3 fr. 


4233 Brillouin (M.). Comparaison des coef 
fieients d’induction. In-4, 88 pp. 1882. 3fr, 


4234 Briot (C.). Lecons nouvelles d’arithme- 
tique. 2° &d. In-8, cart. 1851. 1 fr. 25 


4235 — Lecons d’algebre. 4” partie. In-8, 
rel. d.-veau. 1853. 2 fr. 
4236 — Le ınöme, br. 1857. 1 fr. 50 


4337 Briot (Ch.) et Bouquet. Theorie des 
fonctions elliptiques, 2° ed. In-4, avec fig. 
4875. (Rare.) 40 fr. 


4238 — Lecons de g&ometrie analytique. 3° edit. 


— 


rn 
4239 Brougham (H.). Tracts, 


and physical. In-12, rel. toile. Londres 
1860. 4 fe. 5 


4240 Burat (E.). Abrögs d’algebre &iömen. 
taire. In-8, rel. d.-ch. rouge. Paris, 1877. 
(3 fr. br.) 1 fr. 50 
4241 Carnot (L.-N.-M.). Geometrie de DoSie 
tion. In-4, av. 15 pl., veau dor. 4803. fr 
4242 Carnoy. Cours de geometrie analytigus 
2 vol. gr. in-8, avec fig. 2 fr 
— Geometrie plane. 5° edition. 489. 445 
— Geometrie de l’espace. 4.64.1889. 41 fr 


4243 Casorati (F.). Le proprietä cardinali d.. 


mathematieg] 


Cremona (L.). Le figure reciproche nell, 
statica grafica. In-4, avec 5 pl. Milano, 1573 
10 fr, 


Per le nozsi di C. Brioschi con Costanzo Carcanc. 


4244 Catalan. Theoremes de geometrie ol; 
mentaire. 6° ed., revue et augmentee. In-} 
avec vign. 10 fr 


4245 — Cours d’Analyse, algebre, calcul difi 
rentiel, I" partie du calcul integral. 2e iq, 
revue et augm. In-8, avec fig. dans le texte, 
1879. 12 fr, 

4246 — Nouvelle correspondance mathemali 
que. Annees 1879, mars, juin, septembre,n 
vembre, decembre, 4880, mars & d&cembre 
Ens. 15 fasc. gr. in-8. Liege. 4fe 


4247 Cauchy (A.). (Euvres completes. In-ı 
Les 10 vol. parus. (250 fr.) 200 fr 
Ou separ&ement: 

— Ire Serie. — Tome I, 1882. Thöorie de | 
propagation des ondes & la surface din 
fluide pesant, d’une profondeur indeöfinie. 
Memoires sur les integrales definies. 25 1! 

— Tome IV, 18834. Extraits des Gomptes ren 
dus de l’Academie des Sciences. 25 fr 

— Tome V, 41885. Extraits des Comptes rendı 
de l’Acad&mie des Sciences. 25 fr 

— Tome VI,1888. Extraits des Comptes rendu 
de l’Academie des Sciences. 25 fr 

— Tome VII, 1891. Extraits des Comptes ren 
dus de l’Academie des Sciences. ft 

— Tome VIll, 1892. Extraits des Gompte 
rendus de l’Acad&mie des Sciences. 25 I 

— IIe Serie. — Tome VI, 1887. Anciens exer 
cices de math&matiques (4 annee). 25 Ir 

— Tome VII, 1889, Anciens exerecices de m 
thematiqnes (2° ann6e). 25 fr 

— Tome VIII, 4890. Anciens exercices de mi 
th&matiques /3* anne). 1 

— Tome IX, 1891. Anciens exercices de mi 
thematiques(4® et 5* annees). 25 fr 

4248 — Valson (C.-A.). La vie et les travau 
du baron Cauchy, membre de l’Acadeni 
des Sciences. 2 vol. in-8. Paris, 4868. (8 : 

ir 


4249 Cayley (A.). A fifth memoir upon (Qual 
tics. In-4, br., n. c. London, 1858. 1 fr: 


4250 Charlier (C.-V.-L.). Ueber eine mit de! 
Problem der drei Koerper verwandte Aufgabt 
In-4. 1888. ft 


4251 Chasles. Apercu historique sur l’origii 





In-8, rel. d.-veau. 1860. 2 fr. | 


et le developpement des methodes en geont 
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trie, partic. de celles qui se rapportent A la 
somötrie moderne, suivi d’un m&moire sur 
ja dualit6 et l’homographie. In-4. Paris, 1875. 

25 fr. 


»;3) — Idem. Exemplaire relie en demi-chag. 


rouge, tranches marbr6es. 98 fr. 


153 — Rapport sur les progres de la g&ome- 


trie. Gr. in-8 de 388 pp., demi-veau. 4870. 
(45 fr.) 6 fr. 


5; Cirodde (P.-L.). Lecons d’arithmötique. 


jo-8, demi-bas. 1850. 1 fr.50 
is Clebsch (C.). Legons sur la g&ometrie, 


vol. gr. in-8, avec fig. 1879-83. 42 fr. 
— Tome. 12 fr. 
— Tome II. 14 fr. 
— Tome III. 16 fr. 


it Coimbra-Faure (H.). Histoire d’une fa- 
cultö (la faculdade de Mathematica de Coim- 
hra). In-8. Moulins, 4876. 4 fr. 50 


57 Collins (J.). e.a. Commercium epistoli” 
wm de analysi promota, etc., ou correspon” 
dance de J. Collins et d’autres savants c6le- 
hres du xviı® siecle, relative ä l’analyse supe£- 
eure, publi6ee par Biot et Lefort. In-4. 1856. 
(15 fr.) 8 fr. 


3 Comberousse (Ch. de). Cours de math&” 
maliques. 6 vol. in-8, avec fig. dans le texte et 
planches. 

Chaque vol. söpar&ement: 

Tome I®: Arithmelique et algebre &l&men- 
sire (avec 38 figures).3e Edition; 1384. 10 fr. 
Tome I: Geomötrie &l&mentaire. plane et 
dans l’espace; Trigonometrie rsctıligne et 
spherique, avec 512 figures. 2* &d. 4482. 12 fr. 
Tome Ill: Algebre sup£rieure. Ire Partie: 
ompl&ements d’Algebre &l&mentaire (Deöter- 
ninants, fractions continues, etc.). — Com- 





hinaisons. — Series. — Etude des Fonctions. 
Dörivees et Differentielles. — Premiers 


rineipes du Calcul integral. 2e&d., avec 20 
ie. 1887. 15 fr. 
lome IV : Algebre sup£rieure. II* Partie : 
iude des imaginaires. Theorie gen6rale des 
qalions. 2° &d., avec 63 fig. 1890. 15 fr. 
Tome V : G&omötrie analytique, plane et 
ans l’espace. El&öments de G&eomeötrie des- 
Nplive. 2* edit. (Sous presse.) 

Tome VI: Elements de G&omötrie sup6- 
eure, Notions sur la rösolution des pro- 
emes. 2* &d. (En preparation.) 

350 Combeseure '(E.). Sur la theorie ana” 
yiique des formes homogenes. -— Sur divers 
tblomes particuliers relatifs au mouvement. 
14, 86 pp. 1858. 2 fr. 50 


!Cornu (H.-A.). Recherches sur lareflexion 
istalline. In-4,109 pp., av. Zpl.1867. 3 fr. 
! Cremona (L.) et Beltrami. Cullectanea 
lalhematica, nunc primum edita cura et 
iudio L. Cremona et E. Beitrami, in memo- 


ec un portr. de Chelini et un fac-simile. 
8. 25 fr. 
»Darboux (G.). Lecons sur la thöorie gö- 
trale des surfaces et les applications g6o- 
!iriques du calcul infinitösimal. 3 vol.in-8. 
87-99, 45 fr. 
Chaque vol. 15 fr. 


jam Dominiei Chelini. Un beau vol. in-8, 


426% — Sur les surfaces 'orthogonales. In-4, 40 
pp. 1866. 1 fr. 50 


4265 Dauge (F.). Lecons de M&thodologie ma” 
thematique. Gr. in-4, lithographis. 1883. 
12 fr. 

4266 Dautheville (S.). Etude sur les series 
entieres par rapport a plusieurs variables 
imaginaires indöpendantes. In-4, 59 pp. 1885. 

2 fr. 

4267 De la Lande. Tables de logarithmes, 
etendues & 7 decim. par F.-C.-M. Marie pre- 
cöd. d’une instr. du haron Reynaud. Ed. ste- 
r&ot. In-18, cart. 1829. 2 fr. 50 


4265 Delisle et Gerondo. Elöments de tri- 
gonometrie rectiligne et spherique. 2* ed, 
In-8, av. 2 pl., n. r. 48:8. (3 fr. 50) 2 fr. 

4269 Demartres. Cours d’analyse de la Fa- 
culi& des sciences de Lille. 4” partie : Fonc- 
tions des variables r&elles. In-4. 1892.10 fr. 
— 2* parlie : Proprietes des fonclions analy=- 
tiques. In-4. 1892. 8 fr. 

4270 Desargues. (Euvres reunies et analyse&es, 
par Poudra.2vol. in-8,av.32 pl. 1864. 10 fr, 

4271 Descartes (R.). La g&eomätrie. Nouvelle 
edition, pet. in-4 carrö, papier glace. 1886. 

5 fr. 

4:72 Desiardins. Geometrie du jalonnement. 

In-8. Noyon, 1880. (4 fr.) 2 fr. 


4273 Didon (Fr.). Etude de certaines fonctions 
analogues aux fonctionsÄnde Legendre,etc. 
In-4, 83 pp. 1868. 2 fr.50 


4274 Discursos leidos ante la Academia de 
Liencias exactas, en la recep. de Sr. D. Luis 
Escosura, el 4 de Julio 1869. In-8. 4 fr. 50 

4275 Drieberg (F.-V.). Die Arithmetik der 
Griechen. 2 parts in-8. 1819-21. 
(6 fr.) 3 fr. 

4276 Du Bois-Reymond (P.). Theorie gene- 
rale aes fonctions. In-8. 1887. 8 fr. 


4277 Duhamel. Elöments de Calcul infinitesi” 
mal. 4* &dit,, revue et annotede par J. Ber- 
trand. 2 vol. in-8, avec pl. 1886-1387. 145 fr. 


4278 Duhem (P.). Cours de physique mathe- 
malique, hydrodynamique, elasticile, acous- 
tique. 2 vol. in-4. A189. 28 fr. 


4279 Dupuis (J.). Tables de logarithmes & 
7 d&cimales. Ed. ster&ot. In-8, cart., toile, 
1885. (10 fr.) 6 fr, 


4280 Durrande (A.). Proprietös geometriques 
des surfaces analogues & la »urface des on- 
des. — Determination des coefficients des 
termes periodiques de la fonction perturba- 
trice. In-4, 88 pp. 1864. 2 fr. 50 


4281 Elliot (V.-Z.). Determination du nombre 
des intögrales abeliennes de premiere es- 
pece. In-4, 49 pp. 1876. 4 fr. 50 


4282 Emmanuel (D.). Etude des intögrales 
abeliennes de 3* espece. In-4, 33 pp. 1879. 

1 fr. 50 

4283 Ersch. Literatur der Mathematik, Na- 
tur-u. Gewerbs-Kunde mit Inbegriff der 
Kriegskunst, etc., seit der Mitte des 18. 
Jahrh. bis aufdie neueste Zeit, fortges. v. 
F. W.Schweigger-Seidel. In-8, rel. d.-chagr. 


Leipzig, 





Leipzig, 1828. 1 fr. 50 





IRIE UNIVERSITAIRE, FRANGAISE ET ETRANGERE, H..WELTER, 59, RUE BONAPARTE, A PARIS. 














= CATALOGUE N® 63. — MATHEMATIQUES. 


































































EEE, al Eis 
4284 Kuclide. (Euvres en grec, en latinet en, 4301 Garnier (J.-G.). Reciproques de ]a Mn Aalen 
7 y par F, Peyrard. 3 vol. in-4, avec fig. meötrie suivie d’un recueil de theorömes nbeife 
60 fr.. de problömes. 2° &d. In-8, av. pl., cart.isıı 2 
4285 — El&ömens de g6omeötrie, par Konig. e . ’ N sellsch 

Augmentes du XI* et XIle livre, par J.-J. | 902 Gauthier (P.-J.). Mouvement d’ 5: 

2 ’ \ v. «"J.). t d un q - a 
TESPRE« In-4, av. fig., veau. La ne: | jectile dans l’air. In-k. 67 pp. 1867. Pr in Hei 
4286 Faa de Bruno (le Chevalier Fr.). Theo- 4303 Gibbs (J. Willard). On multiple algehn pecensi 
rie des formes binaires. In-8. 4876. 16 fr. | In-8. Salem, 1866. It malhen 
4287 Favaro (A.). Legons de statique-gra- 4804 Gilbert (Ph.). — Cours d’Analvso info Hei 
phique. Traduites del’italien, par P. Terrier. | tssimale. Partie &l&mentaire. 4° ödiunil onen, 
ee Tb Yen de De | Grand in-8. Prix pour les souscripten Be 
.c. . . } . ! 4: sy ae 

4288 Fermat. (Euvres publi6es par MM Paul | Un premier faseicule (p. 1 a 328) a paru. n Science 

fi ry et Charles H . In-4. T | sr 0 He 

(Euvrog mathömatiques diverses. — Obser- 4705, Gouramt (E.). Legons sur Tintögra") her 

vations sur Diophante. Avec 3 pl. 1891. 22 fr. es dqualions aux dörivöes partielles du an... 
age AR ‚ <= «| mier ordre. Gr. in-8. 189. er KRLE 

4289 Fiedler (W.). Die darstellende Geometrie, _ ; x 2! Hou 
in organischer Verbindung mit der Geome- ' 4306 Grassi (Fr.). Algebra elementare nal. 4 v 
trie der Lage. 3° ed.2 vol. in-8, av. pl.; condo i ‚programmı approvati per Van: Imb 
Leipzig, 1883-85. (28 fr.) 19 fr. sione e l’insegnamento negli istituti milit analylig 

4290 — Cyklographie oder Construction der | ze licei. In-8. Firenze, 1880. Comme m A 
Aufgaben über Kreise u. Kugeln. In-8, av. oe.) Jam 
46 pl. Leipzig, 1882. (11 fr. 20.) 7 fr. |4307 G@remilliet (J.-J.). Recueil de problür faces Le 

4291 Finck (P.-J-E.). G&ome£trie &l&mentaire, | amusants et instructifs, avec !es demons?} Jor: 
suivie de la trigonomötrie rectiligne et! tions raisonnees, et l’application des rürfg Ecole I 
spherique. In-8,av. 12 pl. 1844. 2fr. Y de larithmötique ä leurs solutions. Fort vi iz., SÖy 

i . - »_ 3 in-8, demi-bas. 1828. 1 fr one II. ı 

4292 Fleury (H.). Theorie rationnelle de l'in- | 4308 G BIETE > . En dsßnie 
fini math&matique et du calcul infinitesimal. ruey (L.-J.). Sur le caleul numerige © IT 
Gr. in-$. 12 fr. |; des perturbations des petites planetes Mine ich 

4293 Floquet (A.-H.-G.). Sur la thöorie des | moyen de quadratures. In-4, 68 pp. 1868 rg 
er, entielles Tindaires. Ib "4309 Guilmin (A.). Solutions developpies Wr — S\ 
ee “questions propos6es dans le cours ölömdg "'"°- — 

/ / ng i 5 Fu R 

«201 Kolkierekl (W.) Zasady rachunku roz- | taire de Ligonomäirie reciligne. Int W173, 
Tom. II. In-8, rel. d.-chagr. (12 fr. broche&.) Br ; :; Jout 
Parvz. 1873. 4 fr. |4310 Gundelfinger (S.) et A. M. Neil. Tg "ou 

= aa ‚| zur Berechnung neunstelliger Logarithig 1" 

4295 Fortoul (J. C.). Sur les oscillations d’un mittelst einer neuen Interpolationsmethaf transforı 
mann. aaa u Noms a ne Gr. in-8. Darmst. 189. 2 fr Er 
raction fixe. — Sur les figures quilibre . R . a Fu 
des liquides planetaires. In-4, 75 pp. 1858. 1311 Guyou (E.) et G. Simart. De Iop que. Gr, 

fr. 50 | Ments de g&omötrie du navire, avec app Kan 

4296 Fouret (G.). Sur la dötermination de .. 198" caleuls de stabilit6 des navi ordre, 
l’ordre de la surface lieu des points dont les he - ü ei kive: 
distances ä dessurfaces algöbriques donnees |4312 Hachette. Traitö de geometrie descm@ iscripti 
vörifient une relation algebrique donn&e. In-4. | tive, comprenant les applications de Mr.) 
(Extr.) 1888. Afr.50 | geometrie aux ombres, a la perspective Mi, Kl 

: la stör&otomie. 2* &dit. In-4, avec Tigra 

4297 Fourier. OEuvres, publ. par les soins lanches u aylıqu 
deG. Darboux. Tomesl et Il. In-4,n. c. 1883- p j Be Nueslion 
90. (50 fr.) 40 fr 4313 Hagen (Johann-G.). Synopsis der hefneuf. 48: 

4298 Franceur (L.-B.). Cours complet de ren Mathematik. Arithmetische und A Koeni 
math&matiques pures. 3° edit. augm. Tome Il: braische Analyse. Gr. in-4. t 1891. ” sique de 
Algebre superieure. Analyse ä trois dimen- ‚4314 Halphen (G.-H.). Traitö des foncif@ Laer 
sions. Caleul differentiel et integral. Caleul | elliptiques et de leurs applications. 3 vo.firentiel e 
des differences. In-8, av. 3 pl., cart. 1828. 8. ni, ave 

2 fr. Separ&ment u - 

4299 Frisius (P.). Opera matbemat. et mech. |" Partie : Theorie des fonctions elliptig Rare. T 
3 vols in-%, av.pl., rel. d.-ch. Mediol., 1782- | et de leurs döveloppemenis en DIN; 5 ® — Tra 
84. 18 fr. Mel er 

4300 Gardiner. Tables de logarithmes, conte- [11° Partie: Applications & la Me&canique, i ken: = 
nant les Jogarithmes des nombres, depuis A Physique, a la Göodesie, a la Geomelr ! vol. in- 
jusqu’a 102100, et les logarithmes des sinus au Caleul integral , 1888. ) La 
et des tangentes, de 10 en 10 secondes pour | 1!l* Partie : Fragments (quelques applieauf., die 
chaque degr& du quart de cercle. Nouv. &d. | & l’Algebre, eten partieulier, a Fequationi lae 
augm. des logarithmes des sinus et tangentes | 5* degre. Quelques applications a la II lar 
pour chaque seconde des quatre premiers de- | des nombres. (Questions diverses). t bar J a 
gres. In-4, veau. Avignon, 1770. Manquent [4315 — Sur les invariants differentiels. MR... „or 
une trentaine de pages. 3 fr. ö1 pp. 1878. 2 fr. por 
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Hamburg. — Miiiewmalische Gesellschaft. 


nd 
ge Fesischrift anlessiich ihres 200 jaehrigen 
le 4 Jubelfestes 4890. Teil I: Geschichte der Ge- 
“Ast sellschaft. 1690-1890. In-8. Leipzig, 1890. 
fr. 5 2 fr. 
\ prä 17 Heilbronner (J.-Chr.). Historia mathe- 
al eos universe... ad seculum XVI. Accedit 
ger nconsio eleinentorun, compend. et operum 
fp.: malhematiec. etc. In-4. Lipsie, 1742. 7 fr. 
ine Heine (E.). Handbuch der Kugelfune- 
an Tr e Pr 
ditio tionen, Theorie u. Anw endungen. 2 vol. in-3. 
Ipteu Berlin, 1578-81. (17 Ir. 50) 11 fr. 
13) Hermit> Ch.). Cours de la faeult. des 
sciences de Paris. A* ed. In-A. 191. 15 fr. 

MW iierr (J.-Ph ). Lehrbuch derhueheren Ma- 
al neinatik. te Aufl. 2 vol. in-8. Wien, 1877. 
dur 0 fr.) 20 fr. 
Zi Homel (J.). Cours de Caleul infinisesi- 
re g mal. 4 vol. in-$8,n. c. 1878. (50 fr.) 36 fr. 
amn Imber et Weill. Cours de gsomeötrie 
mil znalylique. In-8, av. 439 fig. dans le texte, 
Ne ne 1888. 16 fr. 


3 »3 Jamet (V.). Sur les courbes et les sur- 


obler fıces Lelraedrales. In-4, 73 pp. 1887. 2 fe..50 
nonst} Jordan (Camille). Cours d’Analyse de 
3 rog [Ecole Polytechnique. Vol. Il, III. In-8, avec 
ort vi fig., söpar&ment : 
1 fr one II. Caleul integral. (Intögrales definies et 
mr indefinies) ; 1883. ‚42 fr. 
ötes gone III. — Caleul integral. (Equations dif- 
1868 ferentielles) ‚ 1887. 17 fr. 
sine I. — 2° &d., en pröparalion, 
pies: 5 — Sur le nombre des valeurs des func- 
ölömii jons. — Sur les periodes des fonctions in- 
in-8 verses des inl&grales des differentielles alge- 
s Iriques. In-4, 87 pp. 41800. 2 Ir. 
1. Taf 2 Joubert (Ch.-J.-E.). Sur les equalions 
arith (ii se rencontrent dans la Ihecrie de la 
methol "ansformation des fonctionsellipliques. In-4, 
$ fr 109 PP- 1876. 2 fr.50 
MN Jourdanet (J.-P.). Legons d’ariihineti- 
evelof que. Gr, in-8. 1892. 6 fr. 
ap Kapteyn (J.-C. et W.). Les sinus de 
na ordre. In-4, 98 pp. (Exir.) 4 fr. 
Wkives. Trail& elömentaire de geumetrie 
dest dsseriptive. 2° parts. in-8, av. 21 pl. 4806. 
de te.) 3 fr. 50 
pi ») Kohler (J.). Exercices de geomelrie 


analylıque et de göomıetrie superieure, elc. 
Questions et solutions. 2° partie. In-8, br., 


ol) 

























er helneuf. 1888, (9 fr.) 7 fr. 
ind a 3 Koenigs (G.). Legons de l’agregation clas- 
Sfsque de mathömatıques. In-4. 1892. 10 fr. 
force Laeroix (S.-F.). Trait® du caleul Jdiffe- 
3vol.frentiel et du ealcul integral. 2° Ed. 3 vol. 
ini, avec planches, d.-rel. bas. 1810-19. 


. 36 fr. 


elliptig Rare. Titre timbre. 

PR 3: — Traits elömentaire de Caleul differen- 
sm ie ei de Calcul integral. 9° &1., revue el 
| „a 


‚.Mugm. de Notes par Hermile et J.-A. Serret. 
mer 15 fr 


! vol. in-8, avec pl. 1881. 
’ La Gournerie (de). Traitö de Göome- 





are ine descriptive,. 2* ed. Trois parties in-4, 
‚en ec atlas. 1879-1885. 30 fr. 

gf Lagrange. (Euvres compleles, publiees 
AU A J.-A. Serret et G. Darboux. 14 vols. in-4, 
1°. Wiec portrait. (330 fr.) 270 fr. 


2 fr. 


, 
4 





| Tome XI : M&canique 








De) 





Ou separement - 

Ire serie, Mömoires imprimts dans les re- 
cueils des Acadömies de Turin, de Beriin et 
de Paris, et Pieces diverses. 7 vols. 14867- 


1877. Chaque vol, 30 fr. 
ire ser. T. 1ä III, seuls. (90 fr.) 60 fr. 
Ile sörie.7 vol. Ouvrages didaeliques, Cor- 


respondance et Memoires inedils: 
Tome VIII : Resolution des @quationus nume- 
riques. 1879. (18 fr.) 1k fr. 
Tome IX : Thöorie des foncelions analyliques. 


1881. 18 f>. 
Tome X : Lecons sur le calcul des fonclions, 
1881. 18 fr. 


analylique, avec noles 
de J. Bertrand Darboux (1r* Partie). 
1888 (20 fr.) 16 fr. 
Tome Xll : Mecanique analylique, avec notes 


et G. 


de J. Bertrand et G. Darboux (2® Partie). 
1889. (20 fr.) 16 fr. 
Tome XI : Correspondance inödite de La- 


grange et d’Alembert, publiee d’apres les ma- 
nuscrils autographes etannotee par Ludovic 
Lalanne. 1882. (15 fr.) 12 fr. 
Tome XIV et dernier : Correspondance avec 
divers Savants, et Memvires inedits. 1892. 
15 fr. 

la rösolulion des &quations nu- 
de tous les degres. In-4. 1798. 
4 fr 

4336 — Verdam (G.-J.). Bijdrage tot de loe- 
passing van het Beginsel van d’Alempbert. 
overeenkomslig de rekenwijz-van Lagrange. 
Io-+. Extr. 90 pp. Amst. 1864. 2 fr, 


4327 Laisant (Ch.-A.). Applications me&cani- 


4335 — De 
meriques 


ques du calcul des quaternions. — Sur un 
nouveau mode de transformalion des cour- 
bes et des surfaces. In-4, 138 pp. 1877. 
3 Tr. 

4338 — Constructions graphiques de nombres 
transcendants. In-4. (Extr.) 1888. 1 fr. 50 


4359 Lalanne (Löon). Methodes graphiques 
pour l'expression des loıs empiriques ou 
ımalhematiques & trois variables avec des 
applications ä l’art de lingeuieur. In-8. 1578. 

2 fr. 

4340 Lambert (J.-H.). La perspeclive affran- 

chie de l’embarras du plan geome£tral.Zurich, 


1759. — Freye Perspective. 2° Theil. Zurich, 
1774. En 1 vol. av. pl., dem.-mar. rouge, 
coins, tr. d. 8 fr. 


4541 Langlois (J.-A.). Les prineipes essen- 
tiels de la g&omeltrie demontres sans postu- 
lata. In-12, 72 pp. 1889. 2 fr. 

4342 Laplace. Thcorie analytique des proba- 
bilites. In-4, rel. d.-bas.1847.(lmpr. Royale.) 

20 fr. 

4343 — OEuvres compieles. 8 tomes en 9 vol. 


parus. 1878-91. (165 fr.) 130 fr. 
4344 Laurent (H.). Traile d’Analyse. 7 vol. 
in-8, avec fig. 13 fr. 


Tome I : Caleul differentiel. Applications ana- 


Iytiques et g&omeätriques. 1885. 40 fr. 
Tome Il : Applications geowmetriques : 1887. 
12 fr. 


Tome II] : Calceul! integral. Intögrales d«finies 
et indefiries. 1388. '12 fr. 
Tome IV : Theorie des fonctionsalgebriques et 
de leurs integrales : 1889. 12 fr. 
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Tome V : Equations differentielles ordinaires. 
1890. 10 fr. 

Tome VI: Equations aux de6rivees parlielles. 
1890. 8 fr. 50 


Tome VII: Applications geomötriques de la 
Ineorie des equalions differentielles. 1891. 
8 fr. 50 

4345 Leaute (H.-C.-V.-J.). Etude geometri- 
que du probleme de l’integration des &equa- 
tions differentielles partielles du preinier 
ordre et a trois variables. — De frottemeni 
de pivotement. In-4, 53 pp. Toulouse, 1876. 
2 fr. 

4346 Le Cordier (P.). Sur les aires spheri- 
ques de Gauss, sur la p&riodieite qui carac- 
terise les potentiels des lignes ferındes, et 
sur les surfaces de niveau correspondantes. 
— Usage des potentiels dans l’&lectro-dyna- 
mique, et dans l’eleciro-magnetisme. In-4, 
91 pp., av. pl. 1870, 3 fr. 
4347 Legendre (A.-M.). Trait& des fonctions 
ellipliques et des integrales Euleriennes, 
avec des tables pouren faciliter le calcul 
numerique. 3 vol. in-4, avec planches, d.- 
rel. bas. 1825-28. Recherche. (Friedisender 


225 fr.) 150 fr. 
4548 — Elements de geomiötrie. In-8, d.-v. 
1817. 1 fr. 50 


4349 — Idem. Avec additions et modifications, 
par M. A. Blanchet. 2° ed. In-8, rei. d.-toile. 
1852, 2m. 

4350 — Idem. 41° ed. In-8, rel. d.-toile. 1867. 

2 fr. 50 

4351 — Zahlentheorie. Deutsch von H. Maser. 
2 vol, in-8. Leipzig, 1886. (29 fr.) 15 fr, 

4352 Legoux (E.-A.). Eiude analyt. et geo- 
metr. d’une famille de courbes represeniees 
par une &quation differentielle du premier 
ordre. In-4, 53 pp. 1878. 2 fr. 

4353 Lemonnier \H.-G.). Des surfaces dont 
les lignes de courbures sont planes ou sph&- 


riques. — Points d’inflexion ei points Steiner 
dans les lignes de 3° ordre. In-4, 160 pp. 
1868. 3 fr. 50 


4354 Leroy (C.,-F.-A.). Trait&E de geometrie 
descriptive, suivi de la methode des plans 
cotes et de la Theorie des engrenages cylin- 
driques et coniques, 13° ed., revue ei an- 
not&e par Marlelet. In-4, avec atlas de 71 pl, 
1888. 16 fr. 

4355 — Trait& de Ster&otomie, comprenant les 
applications de la geometrie descriptive & la 
ih6orie des ombres, la perspective lineaire, 
la gnomonique, la coupe des pierres el la 
charpente. 2° ed., par Martelet. In-4, avec 
allas in-fol. de 74 pl. 1857. (26 fr.) 12 fr. 

4356 Levistal (A.). Recherches J’optique geo- 
metrique. In-4, 163 pp. 1806. 3 fe, 

4357 Levret aine. Cours complet d’e&tudes ma- 
thematiques pour les aspirants au grade de 
capilaıne au long cours. 3 vol. in-8. ABSfr. 

4358 Libri (G.). Histoire des sciences matlhe&- 
matiques en ltalie. 4 vol. in-8, demi-chagr. 
1838, Rare. 26 fr. 

4359 Lobatto (R.). M&emoire sur une m&tlhode 

x d’approximation pour le calcul des rentes 

 viageres. In-4.Exir.32 pp. Amst.,1864. 1 fr. 50 

4360 Loria (Gino). Ricerche intorno alla geo- 
metria della siera e loro applicazione allo 
studie ed alla classificazione delle superficie 
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di quarito ordine aventi per linea doppig 
cerchio imaginario all’infinito. In-%, hr (x - wur 
3 ww ’ 
4361 Maillard (S.-N.). Recherches des c... 
leristiques des systemes el&mentaires | en 
courbes planes du 3° ordre. In-4, 57 pp; ae: 
pl. 1871. Math 
4362 Mannheim (A.). Cours de göom.miiuues- 
deseriptive de l’Ecole Polytechnique, «Mkı Hathi 
prenant les elements de la geometrie cinlhu peut 
matique. 2’ ed. Gr. in-8, avec 256 fig. slkrrmute : 
fi wssibles, 
4363 — Developpemen!s de geometrie cinin j . 
tique. In-4. (Extr.) 1888. DM dee 
4364 Mansion (P.). Resume du cours dj len 
Iyse infinitesimale de l!’Universite de Gan a 
Caleul dıfferentiel et prineipes du calen) Mi Nendi 
tegral. Gr. in-8, avec tig. 1887. M es Logaı 
4365 Margerie et Raeine, Trail de zug de 1 
trie descriplive, ur, in-8, avec fig. dans Nenu 
texte, accompagne d’un atlas de 56 pl. Is de m 
I s soluticg 
4566 Marie (Leon). Trait& mathematique ures. 18 
pratique des operalions financieres. Gr.in 5, 
avec fig. 1890, MM; wer 
4367 Marie (M.). Theorie des fonctions MM. |..; 
variables imaginaires. 3 vol. gr. in-8,de? pn | 
a 300 pp. 1874-1876. 20 ge Meyer 
— Chaque volume separöment. sen. Sy 
4368 — Histoire des sciences mathömatiqufiggu. Theo 
et physiques. 12 vol. in-8, 1883, (72 gen, 188 
nf ” 
4369 Marsano (G.-B.). Sulla somma « ya 
potenze simili dei numeri in progressione p da 
differenza. In-4, cart. Genova, 1867. (6: re 
Sf 0, gr. 1 
4370 Massieu (F.). Sur les inlögrales algcır Newton 
ques des probleines de me&canique. Sure du laı 
mode de propagation des ondes planes el ftives p 
surface de l’onde &elementaire dans les cr pl., veau 
taux birefringents ä 2 axes. In-4, 85 p. IN 
af Fo 
14371 Mathematiciens.— Notices sur les Ir ya 
vaux scienlifiques de MM. Mannheim. |ı Dr 
64 pp. 1885. Laussedat. 38 pp. N; .]. \ 
Picard (E.). 76 pp. 1839. Laisanı CA Er 
32 pp. 1888. Appell (P.). 82 pp. I Neue 
In-4. Chaque brochure ir geimumen 
4372 Mathematik. Sammlung v. 24 Abhanfg erauf 
lungen mathematischen Inhalts, (Aus id Spl. W 
Sitzungsberichten d. Wiener Akadeı.) WWlivier | 
Durege, Gegenbauer, Kantor, Weyr u. Al lescript 
deren. Gr. in-8, en partie, av. pl. Wipeaeoei 
1880-83. 6 Mr applic 
4313 Mathematiques. 8 brochurespar MN." caleulu: 
Gilbert, J. Collet, Ch, Meray, R. Radau ! 
autres. In-4. 1884-87. 2 f. ellet (A 
4374 — 30 m&moires par Schloemilch, Kasten haleshri 
Baltzer, Grunert, Hoppe, Spitzer, Reyer @ ° 
autres. (Extraits de Gruner’s Archiv.) In a 
Greifswald, 1852-68. 3’ merrin () 
4375 — Physique, Astronomie, Geologie. Bilde du ma 
Atlas zur Mathematik, Physik, Astronomie !omes 
Erdkunde von Weiske, Müller, Bruhus ®! Lim. 
Cotta. In-fol., 83 pl. Leipzig, 1875. (12 fr @fannen 
6 IM partielle 
4376 — 37 brochures diverses. 6 ng, In. 
4377 — et mathematiciens, Pens6ses et cur 
sit6s recueillies par A. Rebiere. In-S, ar. 
° UNIVJ 








LIBRAIRIE UNIVERSITAIRE, FRANCAISE ET ETRANGERE, H. WELTER, RUE BONAPARTE, 59, A PARl 











ppia 
TAN 
3 {r, 
Cara 
tes 
PP ‚A 
2 
Met 
e, cog 
8 cin 
AR 
N 
indm 
1 Ir, 
sdi4 
v) (san 
aleuli 
u 
Kom 
dans 
1.18 
0 f 
iq 1e 
Gr.in 
10 
ons d 
d,de? 
auf 
$f 
aaliqu 
(72 fi 
Bf 
1a de 
ione p 
. (bir 
af 
alecbı 
. Dur 
nes el 


les er 


les ir 
m. |n 
p. 18 
(G.-A. 
). 18% 
1 Ir. 
Abhan 
\us d 
lem.) 
- u.ÄA 
le Wie 
Öl 
MM.M 
radau 4 
2 fr. 
K.oester 
P 
v.) in 
af 
e, Bilde 
nomie 
Bruhos 


(12 [rl 


| 

6f 
t cur 
n-8, av 


A PARl 





































CATALOGUR N? 65. 


‚uls-de-lampe, etc. 1890. Papier de Hollande. 

7 fr. 50 

_Idem. Edition d’&tude, 3 fr, 50 

‘3 — 50 brochures in-4 et in-8. 1865 a 1890. 

8 fr. 

Auteurs‘ Anton, Bauernfeind, E. de Beaumont, Gil- 
pert, Gruey, Kenigs, Mannheim et autres. 

„Mathet (J.-G.). Sur les fonctions ellip- 

iques. In-4, 40 pp. 1861. 1 fr. 50 


ı Mathieu (E.). Sur le nombre de valeurs 
je peut acquerir une fonclion quand on y 
ermute ses leitres de toutes les manieres 
ssibles. In-4, 44 pp. 1859. 2 fr. 


| Maximoviteh (W.). Nouv. methode pour 
ngrer les equalions simultandes aux diffe- 
nüelles totales. In-4, 29 pp. 1879. 1 fr. 50 


) Mendizabal-Tamborrel (J. de). Tables 
es Logarithmes a huit decimales des nom- 
ses de 1 a 125.000. In-fol. 1891. 22 fr. 


Menu de Saint-Mesmin (E.). Proble- 
jes de mathemaliques et de physique, avec 
s solutions raisonn6es, 3° Edit. In-8, avec 
res. 1871. (7 fr. 50) 4 fr. 50 


Meray (H.-Ch.-R.). Sur les proprietös 
inörales des racines d’&qualions synecti- 
es. In-4, 81 pp. 1858. 1 fr. 50 


Meyer (W.-F.). Apolarität und rationale 
ven, System. Voruntersuchung zu e. all- 
u. Theorie der linearen Raume. In-8. Tü- 


ogen, 1883. (45 fr.) 7fe. 
Moigno (l’abbe). Caleul des variations,. 
3. 1861. (6 fr.) sfr. 


liewenglowski (B.). Cours d’Algebre. 
ol. gr. in-8. 1889. 12 fr. 


Newton. Arithmötique universelle, tra- 
ie du lalin en francais,avec des noles ex- 
calives par N, Beaudeux. 2 vol. in-4, av. 
pl., veau dor. 1802. Une planche nıanque, 

15 fr. 


Niemtochik (R.). Directe Construetio- 
\der Gonlouren von Rotationsflechen in 
hogonal. u. perspecliv. Darstell. In-8, 
sd pl. Wien, 1866. (Extr.) 2 fr. 
Neue Construetionen der auf ebenen 
irummen Flzechen erscheinenden Reflexe 
hierauf bezügl. Theoreme. In-8, 80 p. 
I pl. Wien, 1866. (Extr.) 2 fr. 50 
livier (Th.). Trait& complet de g&ome- 
descriptive, # parties texte et atlas. O0 fr. 
eacoek (G.). A collection offexemples 
ie applicalion of the differential and inle- 
caleulus. In-8, rel. Cambr., 1820. (Rare). 

10 fr. 


ellet (A.-C.-E.). Sur la theorie des &qua- 
saleebriques ei des surfaces. In-A, 50 pp. 
) 2 Ir. 
errin (l.-E.). La Comptabilite pratique. 
ie du maitre et partie de l'’öleve. Ensem- 
» lomes en A vol. in-8, d.-rel. chag. r, 
set Limoges, 1870-75. (5 fr. br.) 2 fr. 


fannenstiel (E.). Zur Theorie der linea- 
partiellen Differentialgleichungen 2ler 


— MATHEMATIQUES. 14 





4396 Picard (Ch.-E.). Application de la th6o- 
rie des complexes lin£&aires ä l’&tude des sur- 
faces et des courbes gauches. In-4, 39 pp. 
1877. 1 fr. 95 


4397 Picard (Emile), Trait& d’Analyse. 4 vol. 
gr. in-8, separement 


Tome I: Integrales simples et multiples. — 
L’equation de Laplace et ses applications. — 


Developpements en series. — Applications 
geometriques du Calcul infinitesimal, avec 
figures, 1891. 15 fr. 
Tome II: Fonctions analytiques. — Principes 


generaux de la thöorie des &quations diffe- 
rentielles. 14 fr. 
Tome III : Equations differentielles ordinaires. 
(En preparation.) 

Tome IV : Equations aux d£rivees partielles. 
(En preparation.) 

4398 Picart (A.). Essai d’une th&orie g6ometri- 
que des surfaces. In=-4, 72 pp., av. pl. 1863. 
3 fr. 

4399 Piequet (H.). Geometrie analylique, ä 
deux dimensions. Gr. in-8, avec 130 fig. 
dans le texie, 1882. 15 fr. 


1400 Pietet (R.) et G. Cellerier. Methode 
gönerale d’integration continue d une fonction 
numerique quelconque a propos de qq. theo- 
remes fourois par l’analyse mathem. appl, au 
caleul des courbes d’un nouveau Ihermogra- 
phe. In-8, av. 6 pl.,n. c. Geneve, 4874, 
(6 fr.) 2 fr. 50 

4401 Poincare (J.-H.). Sur les propri6tes des 
fonetions definies par les &quations aux dif- 
ferences partielles, In-4, 95 pp. 1879. 3 fr. 

4402 Poncelet. Traitö des Propriötös projec- 
tives des figures. 2° &d. 2 vol. in-4, av. 8 pl. 
1865-1866. 40 fr. 


Le second volume se vend söpar&ment, 20 fr. 


4405 Popper u, Unferdinger. 2 Abhandl. 
über das Dirichlet’sche Paradoxon bei unendl. 
Reihen. In-8, av, pl. Wien, 1870. (Extr.) 

1 fr. 75 
4404 Price (B.). Treatise on the differential 
ealeulus and its applications lo Algreba 4 
Geometry : founded on the method of infini- 
tesimals. In-8, av. pl., cart. Oxford, 1852. 
(18 fr.) 10 fr. 


4405 — Treatise on staties and dynamics of 
materials particles. In-8, cart. Oxford, 1856. 
(18 fr.) 10 fr. 
4406 Privat-Deschanelei Foeillon.Diction- 
naire general des sciences Lh£eoriques et ap- 
pliqudes, comprenant les malh&matiques, la 
physique et la chimie, la mecanique et la 
technologie, l’histoire naturelle et la möde 
eine, l’&conomie rurale et l’art v&lärinaire 
2° &d. 2 forts vol. gr. in-8. 32 fr. ; relies, 

40 fr. 
4407 Pruvost (E.). Lecons de geomeätrie ana- 
Iylique. 3 vol. gr. in-8, avec nombr. fig. 1889- 
189. 20 fr. 
4408 Pujet (A.-Chr.). M&moire de me&canique 


aualylıque. Sur les mouvements simullanös 
d’un systeme de points mat£riels assujettis 





ung, In-4. Upsala, 1883. 4 fe. 50 


d rester constamment dans un plan passant 
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par l’origine des coordonne&es. In-4, 84 pp. 
1868. 2 fr.50 


4409 Radieaux. — Meray (Ch.). Thöorie des 
radicaux fondee sur les proprietes gön6rales 
des series entieres. In-8. (1890). Extr. »5 pp. 

2 fr. 

4410 Reye. Legons sur la g&omötrie de posi- 
tion, traduites de l’allemand par M. Chemin. 
2 vol. in-8. 15 fr. 

4411 Riemann (B.). Gesammelte mathemati 
ische Werke und wissenschaftl. Nachlass, 
herausg. v. H. Weber. In-8. Leipzig, 1876. 
(20 fr.) 13 Ir. 

4412 Ritt (G.). Problemes d’algehre et exerc. 
de calceul zlgebr., avec solutions. 7° ed. 
In-8. 4863. (5 fr.) 2 fr. 

4413 Rouche (E). Sur le developpement des 
fonctions en series ordonn6es suivant les 
denominateurs des re&duits d’une fraction 
continue. — Sur les intögrales communes ä& 
plusieurs problemes de me&canique relatifs 
au mouvement d’un point sur une surface. 
In-4, 59pp. 1858. 2 fr. 50 


441% Rouche |E.) et Ch. de Comberousse. 
Traite de geometrie. 4’e partie: Geometrie 
plane. 2° fasc. In-8. 1891. 4 fr, 


4415 Sagajlo (A.). Poczatki algebry. 1 vol. 
gr. in-8, n. c. Kopernika, 1873. (5 fr. 50) 
2 fr. 

44146 — Zasady geometryi analityezrej. Geo- 
metrya plaska. Tom pierwszy. Paryz, 
1887. In-4. (25 fr.) 10 fr. 


4447 Salmon (G.). Lessons introductory to 
the modero higher algebra. 2° &1. In-8, rel. 
toile. Dublin, 1866. Titre timbr&. 3 fr. 50 

AB — Treatise on conic secetions.$* &d. In-&, 


toile. London, 1855. (J5 fr.) 4 fr. 
4419 — Idem. 4° ed. London, 1863. (15 fr.) 
6 fr. 


4420 — Treatise on the higher plane curves 
intended ax sequel to a treatise on conie Sec- 
tions. In-8, rel. toile. Dublin, 4852. (15 fr.) 

5 fr. 

4421 — Treatise on the analytic geometry of 
three dimensions. In-8,rel. toile.Dublin, 1862. 
(20 fr.) 8 fr. 

4422 — Trait& de g&om6trie analytique (courbes 
planes), tr. de l’anglais par OÖ. Chemin, suivi 
d’une etude sur les points singuliers par G. 
Halphen. In-8. 4834. (12 fr.) 9 fr.50 

4423 — Traite de geometrie aralytique A trois 
dimensions. 3 vol. in-8. Tome I, 7 fr. 
Tome 11,6 fr. — Tome III, sous presse. 

4424 -— Analytische Geometrie der haheren 
ebenen Kurven. Deutsch von W. Fieuler. 
In-8. Leipzig, 1882. (14 fr.) 9 fr. 

4425 — Analytische Geometrie d.Kegelschnitte, 
bearbeitet von W. Fiedler. In-8. Leipz. 1873. 
(18 fr.) Neuf, 13 fr, 

4426 — DAR TIeEn Geomötrie des Raumes, 
Tome II. Analyt. Gsom. " GCurven im Raume 
der Strahlensysteme u. d. algebr. Flächen. 
Io-8. Leipzig, 1836. (20 ws 1& fr. 


44127 Sands Bakhuyzen. Mesure des cliches 
d’apres la m&thode des coordonn6es reclan- 
gulaires. In-4, 42 pp. 1889. (Extr.) 2 fr. 


4423 Sanguet (J.-L.). Tables trigonometri- 
ques centesimales pr&cödöes des logarithmes 
de 1 & 10.000. In-12. 1889. (6 fr.) 4 fr. 
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4429 Sarran. Manuel du 
et table des sinus. 2 vol. 
1430 Sehlomileh (0). 
matık. 2 vol. in-8, av. nombr. fig. 4x 
(48 fr. 75) Neuf. net, 95 fr 
4431 Schols (Ch.-M.).Over de theorie der f, 
ten in de ruimte en in het platte vlak. In.; 
Extr., 70 p. et 3 gr. planches. Amst., ix7; 
f 
41432 Schwarz (11.-A.). Gesammelte mathem; 
tische Abhandlungen, 2 vol. gr. in-8. 
lin, 1890. 


443% Sedillot (A.). 


geomeire SOulerrgjs 
in-3 et atlas. 15 |. 


Handbuch der Maih; 


19 Son 
tielet ı 
pl. 

(0 Spi 
metik. 
Bir. 
pt Sp 


Zinsen 


nt 


er 
28 fr 
Materiaux pour servir 


’histoire compar&e des sciences malhina dung d 
ques chez les Grecs et les Orientaux. ? vol Ichen, 
in-8, av. pl. et 2 carltes, n. c. I84h-1siM Wien, 


22 fr 


12 Ste 


4434 — Les professeurs de mathömatigiues A quation 
de physique generale au collese de Franc ordre. 
Avec des notes par B. B: Be npie. In-W.: 

91% * n 13 Stu 
201 pages, n. c. Rome, 1869. (Ex!r.) 4 vtecht 

4435 — Courtes observations sur quelqu augmeı 
points de I’histoire de l’astronomie ns tions € 
mathematiques chez les Orientaux. Gr, 4. de 
1863. :2 fr. 50) l 1888. 
4136 Segre (Gorr.). Studio sulle quadriche 3 bis — 
uno spazio lineare ad un numero qualungii nique p 
di dimiensioni. In-4. 1885. u E.P-ou 

4437 — Sulle varietä cubiche dello spazio Me F un 


tro dimensioni e sucerti sislemidi retle ecor 
superficie dello spazio ordinario. In-}, (E il 
Torin> (1889). 


4438 Sergent. 
et problemes de geomelrie. 
allas de 33 planches. 

44139 Serret (J.-A.). Cours d’Algebre sun 
rieure, 5* edit. 2 vol. in-8, avec lie. IM 












51 Suz 
Jier les 
et arith 
» — Id 


Dömonstrations de thöorem 
Gr. in-8, a 

181 
i%; Tan 
des fon 
44139 bis — Cours de Calcul diffärentiel et in 5’ To 
Iinılesin 


gral. 3, edit. 2 vol. in-S, avec fig. 1886. 241 IB, P 

n-d. FC 

4440 — Elöments d’arithmötique. In-8. 18 3 Tho 

Fl ) X 

(* 1000) "27 dc 

1441 Serret (P.). Theorie göometrique el ml In-4. 48 
canique des lignes a double courbure. Ih 5 

250 pp. 1859. ; Aber 

Ar42 — Geometrie de Direction. Applicatuß inconnı 

des coordonn&es polyedriques. In-8, avec Wi lsquilik 
1869, N 1866, 

41443 Sexe (S.-A.). Et par ord om mathe) Vas 


tiske Groendser. In-8. (Extr.) 


414% Simashko. Trigonometrie A l’usaze 
ccoles militaires. En langue russe, In-8. 
Petersbourg, 1857, fr. 


4445 Sohncke (L.-A.).Bibliotheca mathemali 
1530-54. In-8, demi-bas. Leipz., 1854. (S Ir. 

3 Ir. 

44146 Soldevilla (Don J.-G. v.). De topogr 
Tratado. 2 vol. in-8, av. 2 atlas de 70 p‘ 
ches. Madrid, 1854-65. | 
4147 Songaylo (E.). Trait& de G&omötrie d 
eriptive. In-4 de vı-440 pages, et Atlas 
72 pl. 1882. 3) 
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8 Sonnet (H.). Alzebre &l&mentaire, avec 


vepräis 


Di ) nombreuses applications a la geomeßtrie 
Maih: ‚t aux questions les plus simples de physi- 
18 que, de m&canique, etc. 3° Edit. In-8. 4860. 
9} 2 fr 
. 3, [r u . 


9 Souchon. El&ments de caleul diffören- 


er fh ” « 
Ind jelet de calcul integral. 2 vol. in-8, av. 3 gr. 
br). 15 fr, 


{ 


0 Spitz (C.). Lehrbuch der allgemeinen Arith” 


them netik. 3° Ed. Ire partie. In-8. Leipzig, 1874. 
3. Ber (8 Ir. 75) Ar, 
St; Spitzer (S.). Tabellen für die Zinses- 


Zinsen-und Renten-Rechnung mit Anwen- 
dung derselben au! die Berechnung von An- 
lehen, ete. 2° Aufl. In-8, demi-veau bleu. 


ePvip 
h&ınat' 


) 


Ss Wien, 1875 (18 fr. 75 br.) 7 fr. 
22 9 Stephan (J.-M.-E ). Sur une classe d’6- 


wualions aux derivees partielles du second 
ordre. In-4, 55 PP» 1865. 4 fr. 75 


9 Sturm. Cours d’Analyse de l’Ecole Po- 
|yiechnique, revu et corrige par Proubiet, et 


ues A 
France 
e. In- 

Hf 


uelqueg augmente de la Th£orie elementaire des Fonc- 
et dd tions elliptiques, par H. Laurent, Y* &d., par 
ir. ind. de Saint-Germain. 2 vol. in-8, avec fig. 
1 fr. 1858. 15 fr. 
riche 3 bis — Cours m&canique de l’&cole polytech- 
aluno nique publie, d’apres le voru de l’Auteur,par 
WM E.P-ouhet. 5° E&d., revue et annolce par de 
a Saint-Germain. 2 vol. in-8, avec 189 fig. 
u 1883. 14 fe, 
ecen 
(Ex Suzanne (P.-H.). De la maniere d’ötu- 
) Mi vier lesmath&matiques. I. Prezeples gönsraux 
sonnig et arithmetique. 2° ed. augın. In-8. 1310. 4 fr, 
1-8, a5 — Idem. III partie: In-8, avec 7 pl. 1809. 


181 4 Ir. 
is Tannery (J ). Introduction ä& la thöorie 


pe sup : > B : 
fir. til des fonetions d’une variable. Gr. in-8. 1886. 
5 12 fr. 
| et in Teixeira (F.-G.). Curso de analyse in- 
86.21 Mi fnitesimal. Caleulo integral (primeira parte). 
In-8. Porto, 1889. 12 fr. 50 
8. m 7 
‚MN Thoman (Fedor). Tables de logarithmes 
Wu :27 decimales pour les calceuls de preeision. 
ıe el m In-4. 1877. 2 fr. 50 
re. In 


» Tuarquan (L.-V.). Resolution numörique 
sans elimination des &qualions & piusieurs 










plicalö ineonnues. — Recherches sur la stabilite de 
‚avec Mi löquilibre des corps flottants. In-4, 102 pp. 
a 2 fr. 50 


nathen 
| 


ısaze | 
In-8. 
fr. 
\hemali 
. (de 
3 fr. 
topogr‘ 
e i0 p' 
aötrie d 
t Atlas 
Rh 
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), aM 





#0 Vassal (le major Vladimir). Nouvelles } 





Tables donnant avec eing d&cimales les Inen- 
rithmes vulgaires et nalurels des nombres ı! 
1 a 10800, et des fonctions cireulaires et hy 
perboliques pour tous 'es degr&s du quart de 
cercle de minute en minute. In-4.1872. 12 fr. 


4461 Vega (G. Frhr. von). Logarithmisch-tri- 
gonometrisches Handbuch. 61® edit., revue p. 
G. Bremiker, In-8, cart. toile. Berlin, 4877. 
(6 fr. 25) 3 fr, 50 

4462 Verdet (F.). (Euvres, publ. par les soins 
de ses eleves. 8 tomes en 9 vol, gr. in-8, 
demi-rel. chagr. 1868-73. Rare. 180 fr. 


4463 Villie (E.-A.). Sur la dötermination de 
corps ayant un polentiel donne pour les 
poin!s qui leur sont exterieurs. — >ur l’öqui- 
lihre d’une masse fluide, homogene anımöe 
d’un ımouvement de rotation uniforme aulour 
d’un axe fixe. In-4, 90 pp. 4365. 2 fr. 50 


4464 Wenek (J.). Die Grundlehren der hahe- 
ren Analysis. In-8, av. 150 fig. d. le texte, 
Leipzig, 1872. (7 fr. 50) 3 fr. 50 


416% West (Emile). Expos& des Möthodes g£ö- 


nerales en mialhemalıques. Resolution et in- 
tegralion des &qualtions. Applications di- 
verses, d’apres Hoön&e Wronski. Un fort 
volume in-4. 188%, 12 fr. 


4465 Wild (A.). Politische Rechnungs-Wis- 
senschafl. Anleitung zu allen im Staatsleben 
vorkomınenden Berechnungen durch Beispiele 
erlautert. B1.T. Hoehere politische Rechnungs- 
Wissenschaft. In-8, n. c. München, 1362. 
(12 fr.) 3 fr. 

41467 Witkowski (W.). Nowy rachunek funkeyi 
ganiezaych i Jego zastosowanie (z 1 tablica 
figur.) In-8, rel. d.-ch. Warszawa, 1865. 3 fr. 


4468 Wolf (R.). Handbuch der Mathematik. 
Physık, Geodi#sie u. Astronomie. 2 vol. in-8, 
avec beaucoup de grav. s. bois. Zürich, 
1570-72. (30 fr.) 18 fr. 


4169 Zacharise (G.). De mindste Kvadraters 
Methude. 2° &i. Gr. in-8, rel. toile. Kebjen- 
havn. 1887, 6 fr. 

La methode des moindres carrös. Texte danois avec vn 
resume en francais. 

4470 Zajaczkowski. Wyvklad nauki o row- 
nianiach rozniczowych. In-8, rel, d.-ch. 1877. 
(25 fr.) 1 fr. 

4471 Zmurko (L.). Studien im Gebiete nume- 
rischer Gleichungen. In-4, 84 p. Wien, 1878. 

1 fr. 75 
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H. WELTER IN LEIPZIG, QUERSTRASSE 8. y.— 
(‚Bestellungen wolle man gefälligst nach Paris einsenden .) 2 2. 
Preise in Reichswährung :4M =!1[fr.25 = 1 sh. 2 Fis 
Die in Klammer stehende Zahl zeigt die Auflage an. m .- 
41 Ga 
MATHEMATIK An 
i b — 
Geschichte der Mathematik. Sammelwerke. In 
Mark i Hei 
4 Abhandlungen zur Geschichte der Mathematik. Lpzg. 18 
4 Heft 18775 M. —; 2. Heft 1879 5M. —;3. Heft 1880 6 M, 40 ; 4. Heft 1882 6 M. 40; 2 — 
9. Heft 1890 6 M.— 56. Heft 1892 5M, — u, 
2 Acta malhemalica, hısg. v. Mittag-Leffler. Brl. 1882 u. f.Bdl. 1 — 10a 12M., 3 — 
Bd. Al u. f. a5 — 18 
3 Borchhardt, C., Werke, hrsg. v. @. Hetiner. Br. 1888. 7 - wi — 
4 Cantor, M., Vorlesgn. über Gesch. d.Mathem, 4. Bd. Lpz.1880. 20 M.2. Bd. 1. 'Thl. 189). bi 
14 - 
5 Clebseh, A., Vorlesgn. über Geom., hrsg. v. F. Lindemann. A. Bd. Lpz. 14877. 24 -— 18: 
2 Bd. I. Thl. Ebd. 1891. 2 -Wi— - 
6 Encke, Mathemat. u. astronom. Abhandlen. 3 Bie. Brl. 1888. 20 — Wii Hei« 
7 Fink, K., Kurzer Abriss e. Geschichie d. Elemeniar-Mathemalik. Tüb. 1890. - 
8 Handbuch d. Mathematik. hrsg. v. Schlamilch. 2 Bde. Bresl. 1880-81. vw 
9 Jacobi's, C. gesammelte Werke. Bd. 4—7 m. Supplibd. Brl. 1881-91. 127 — gi Hen 
10 Klimpert, R., Gesch. der Geometrie. Stuttg. 1888. I — 
41 Kramerius, J., Repelit. aus Geometrie u. Mechanik, Wien 4887.2 M. 40 — geb. 28 Her: 
12 Mebius, A., Gesammelte Werke. 4 Bde., hrsg. v. Baltzer u. Klein. Lpz. 1885-87. 61 — " Hirs 
153 Otto u, Diesener, Mithemat. Vorschuie zu d. Unterrichts-Büchern für r 
Bautechniker. 20 Hefte. Lpz. 1889-40. a — 60 Pfge. — in2 Bde. geb. Pi _ / 
414 Riemann, B., Ges. mathematische Werke. (2). Lpz. 1892. 18 — wi 
45 Schwarz, H., Gesammelte mathemat. Abhalgn. 2 Bde. Brl. 41890. 25 — 8 Hol 
16 Suter, H ‚Gesch. d. ımatlıemat. Wissenschaften. 2 Bie. Zür. 1873-75. 2) — 
17 Unger, F., Die Methodik d. prakt. Arithmetik in histor. Entwickelg. Lpz. 1888. 6 — 
418 Weissenborn, H. Beitr. z. Kenutniss d. Mathematik d. Mittelalters, Brl. 1888. I 
49 Wie studirt man Mathematik u. Physik ? Lpz. 1885. — 0) WS Hofn 
20 Zeitschriften : Kien 
21 Annalen, ınalhemat., v. Klein, Dyck u. Mayer. 2 Bde.ä& 4 Hft. Lpz. a Bd, 20 — Wikley 
22 Archiv d. Mathem. u, Phys. v. Grunert u. Hoppe. 2 Bde, a4 Hft. Lpz. a Bd. 40 50 Stu 
23 Bibliotheea mathemaltica,. Zischr. f. Gesch. d, Math. v Znesirem. Stockh. j. i-W- E 
24 Jahrbuch, über d. Fortschr. d. Mathematik, v. Muller, Waugerin, Lampe, 38 |] 
Kenoch. Berl. jJ. ea. 90 -W- L 
25 Journal f. die reine u. angewandte Mathematik, v. Kronecker u, Weierstrass. in v 
2 Bde. a 4 Hft. Bri. a BJ. 12 — - L 
26 Mittheilungen, malthemat. u. naturwissenschaftl,, a. d. Sitzungsberichten d. — L 
Akademie d. Wissensch,. z. Brl. In 10 Hft. J 8 — - u 
27 Monatshefte, f. Mathem,. u. Phys., v. Escherich u. Weyr. Wien. . 14 — Ki 
28 Zeitschrift f. Malhem. u. Physik, v. Schlemilch, Kahl u. Cantor, 6H.Lpz. j. 18 — Kleye 
129 — f. mathem. u. naturwissenschafil. Unterricht v. Hofmanr. 8H.Lpz. j; 2— ? Le 
iebe 
Elementar-Mathematik. Tu 
30 Abel u. Galois, Abhandlgn. über d. algebr. Auflösg. d. Gleichgn. Brl, 1889. wen 
31 Aschenborn, K., Lehrb. d. Arithmetik. (3) Brl. 1878. 1- u Als 
32 Bardey, E., Arithmet. Aufgaben nebst Lehrb. d. Arithmetik. (4) Ebd. 1886. 2 — Wartu 
33 — Methodisch geordnete Aufgabensammilg., mehr als 8000 Aufgaben über alle Lehr 
Theile d. Elementar-Arithmetik enthaltend. (18) Ebd, 1892. 2 Mülle 
34 — Zur Formation quadratischer Gleichgn. Ebd. 1884. 700 Wülte 
355 — Algebraische Gleichgn. (3) Ebd. 1883. 6 N 
356 — Pauli E., Anweisg. z. Lösg. d. Textaufgaben in Bardey’s Aufgabensammig. (8 
I. Rastatt 1886. 250 Willen 
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Mark, 
37} Boymann, J., Lehrb. d. Mathematik. Düsseld. 
en Thl. Geometrie d. Ebene. (13) 18%, 2 M. — 2. Thl. Ebene Trigonometrie. (8) 1892. 2M. 25. — 
. Thl. Arithmetik. (8) 1892. 3M. 30. 

38 BR W., Lehrbuch d. Siereometrie. Lpz. 1886. 7 50 
3) — Mathematische Unterrichts-Briefe. (2) 1. Kurs. 86 Briefe. Gera 1892. Ib 60 
‚0 Büttner, A. Die Elemente d. Buchstabenrechng. u. Algebra. (7) Brl. 188#. 2 80 
ii Feaux, B., Buchstabenrechg. u. Algebra m. Uebgsaufgaben. (8) Paderb. 1837. 2 4 
2 Fischer, E. Syst. (arundriss d. Elementar-Mathem. 4. Abthlg. Brl. 1891. (Die Algebra u. 
d. Grundbegr. d. Differentialrechn.) 2 M. 25. 2. Abth. (1). Geom.) 3 — 
3 Fuss, K., Lehrb. d. Buchstabenrechng. u. Algebra. 2 ['hle. Nürnb. 1883. 3 40 

44 Gallenkamp, W., Die Elemente d. Mathematik. Iser!. 
t. Thl. H. 4. Arithmetik u. Algebra (5.) 1886.14 M. — ; H. 2. Planimetrie 1886. 4 M. 20 ; 2. Thl. 


Stereometrie u. Trigonometrie. (4) 1888. 2M. 6053 Thl. Algebr. Analysis a. ınalyt. Geometrie (2) 1830 
3 M. — 4. Thl. 1880. I. Die Kegelschnitte — 80. IL. Die Linien u. Fischen 2 ‚0: Ag: i M. 80. 










5 Glinzer, E., Lehrbuch d. Eleinentir-sweomelrie. 1. Thl. Hetero (4) Dresd. 1891. 30 
6 — — 2. Thl. Stereometrie. (2). 1892 2 30 
ii Hallerv. Hallerstein, F., Lehrb. d. Elementar-Mathematik. (8) 2 Bde. Brl. 1881. 780 
ji Hammer, E., Lehrb. d. ebenen u. sphär. Trigonometrie. Siutig. 1884. 3 20 
Marl il P E., Sammig. v. Beispielen u. Aufgaben a. d. allg. Arithmetik u. Algebra. (85) Köln. 
»— Ruland N., Auflösgn. d. in Vorstehendem enthalt. Aufgaben aus d. allg. Arithmelik 
u. Algebra. (5) Bonn 1885. 6 = 
3— — Auflösgn. d. in Heis’ Sammlg. v. Aufg. enth. Gleichgn. u. Progressionen. (6) Ebd. 
5— 1887. 7 
vo 4 — — Auflösgn. d. in Heis’ Sammlg. v. Aufg. enth. Kettenbrüche, Teilbruchreihen, Com- 
189). binationen, binom. u. polynom. Leehrsatz, figurirte Zahlen, etc. Ebd. 1880. I — 
TpE ü— Matthiesen, L., Commentar zu Heis’ Sammlg. v. Beispielen für d. Schüler. (3) Köln. 
I — 1881. 2 — 
2 - Wi — Schlüssel z. Heis’ Sanml. v. Beisp. u. Aufg. 2 Bde. (3) Ebd. 1836, 15 — 
90 — Wi Heis u. Eschweiler, Lehrb. d. Geometrie. Köin. 
Lin 4. Thl. Planimetrie. (7) A881. 2M. 80 — 2- Thl. Stereometrie. (7) 1881.2 M. 80 — 3 Thl. Ebene u. 
20 _ spherische Trigonometrie. (3) 1888. 2 M. 80, 
97 _  Henrici u. Treutlein, Lehrb. d. Elementargeometrie. Lpz. 
£ 1. Thl. Gleichheit d. Gebilde in einer Ebene (2). I891. 2 M. -- 2 Thl. Perspekt. Abbildgn. in d. Ebene. 
4832. 2M. 80 — 3 Thl. Lage u. Grosse d. stereometr. Gebilde. 1884. 2 M. 80 
-! 5 Hermann, F., Katechismus d. Algebra. (3; Lpz. 1837. geb. Mare 
b1< WW Hirseh, Meier, Sammlg. v. Beispielen, Formeln u. Auf; gaben aus d. Buchstabenrechng,. 
6a: u. Algebra (19) Altenb. 1887. 3 — 
MS Bienenfed H., Prakt. Auflösg. d. theoret. Theils d. M. H’schen Aufgabensammig. 
-- Würzb. 1870. 2 10 
-)— Wi Hochheim, A., Aufgaben aus d. analyt. Geometrie d. Ebene, Lpz. 
2 a 4. Heft. Die ger. Linie, d. Punkt, d. Kreis. 1882 1M. 50) — Auflrsgn. ge M. 50. — 2. Heft. Die 
—- Kegelschnitte. 1. Abthig. 1883. 4 M. 20 — Auflosgn. dazu 1 M. 60 — 3. Heft. Kegelschnitte. 2. Abth. 
2 4386. 1.M.20 — Auflesgn. dazu 1 M. 60 
— 0) WE) Hofmann, !’., Sammlung u. Aufgaben aus d. Arithmetik u. Algebra. Bayreuth. 
1. Bd. (8) 1881.2M. —, 2. Bd. (8) 1887. 3M. —, 3. Bd. (4) 1874. 2M. &. 
i klempt, D., Lehrb. z. Einführg in d. moderne Algebra. Lpz. 1880. k — 
20 -— WEikleyer, A., Vollständ, gelöste Aufgabensammlg. aus allen Zweigen d. Rechenkunst. 
40 50 Stuttg. 4883-91. In Hfin. (Bereits üb. 900 Hefte ersch.) a — 25 
A-W— Encyklopädie d. gesammten mathemat., techn. u. exacten Natur-Wissenschaften. 
38 Lfrgn. Ebd. 1887-90. al — 
30-WE-— Lehrb. d. Gleichgn.d. 1. Grades mit e. Unbekannten. Sammlg. v. 2381 div. Aufg. 
in vollst. gelöster Form. Ebd. 1886. 3 M. geb. y— 
Say = — Lehrb. d. Goniometrie. (Winkelmessungslehre. ) Ebd, 1886. T— 
'— Lehrb. d. Körperberechngn. 2 Thle. Ebd. 1886. I A geb. 15 — 
s-WE- Lehrb. d. Potenzen u. Wurzeln. Ebd. 1834. 6 — 
Bi — Lehrb. d, arithmet. u. geometr. Progressionen. Ebd. 1884. Em, 
18 - Kleyer, A., Lehrb. d. ebenen Trigonometrie. Stultig. 1888. 18 — 
»_-W- Lehrb. d. Zinseszins. u. Rentenrechng. Ebd. 1885. Ir 
Lieber, H., Stereometrische Aufgaben. Brl. 1888, 2 40 
Lieber u. Lühmann, Trigonometrische Aufgaben. (3) Br]. 1889. „Ser 
Lübsen, H., Ausführl. Lehrb. d. Arithmetik u. Algebra. (22) Lpz. 1887, ae 
ı-W- Ausführl. Lehrb. d. Elemwentar-Geometrie. (27) Ebd. 1890.  Agenıs 
;» M- Ausführl. Lehrb. d, ebenen u. sphier. Trigonometrie. (15) Ebd. 4%90. 2 4 
-— WW Martuas, H., Mathemat. Aufgaben z. Gebrauche in d. obersten Klassen höherer 
RR Lehranstalten. 4. Thl. (8) Lpz. 1890. 2M. 60. — 2 Thl. Resultate. (7) 1891. 4 80 
2 Müller, E., l,ehrb. d. planimetr. Konstructionsaufgaben. 1. TI. Stutig. 18941. u. 
‘0’ lüller, ® Anfangsgründed. geonetr. Disciplinen. Brschw. 
6 1. Thl. Ebene Geometrie u. Stereometrie. (4) 1880. 4 M. 60, — 2, Thl. Ebene u, spher, Trigonometrie 
(3) 1877.14 M. 20. — 3, Thl, Analyt. Geometrie. (2) 1878. 4 M. 60. 
2 590 MWtütler-Erzbach, W., plıysikal Aufgab. f. d. mathemat. Unterr. Brl. 4892. 2 — 
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a 
83 Rausenberger, OÖ. D., Elemenlargeom. d. Puukl., d. Gerad. u. d. Eb, Lpz. 1887. 41€ 
84 Redlich, A., Prakt. Anleilg. zur algebr. Entwickelg. u. Lösg. d. Gleichgn. d. höher + D 


Grade nebst Uebungsbeispielen. Brsl. 1888. f :D 
85 Reich, A., D. Hauptlehr. d. Mathem,. Hanau 1889 u. f. J. In ca. 90 Lfg. nd m 
I. Ariıhmetik 2M. 25; II. Pianimetrie 2 M. 25 ; III Stereometrie 2 M. ;IV Ebene und sph«r. Tri, n 
metrie — 75 ; V, Algebr. Ana'ysis 1 M. 75 ; VI. Aual. Geometrie der Ebene und des Raumes 1 Y, BT BD 
VII. Differenzialrechnung IM. 5. m 
35 Reidt, F., Aufgabensammig. z. Arıthmelik u. Algebra. Bı]. 1884. 2 D 
87 — Elemente d. Matheinatik. Ebd. R 139 — 
1. Thl. Arithmetik a. Algebra. (6) 1889. AM 20. — 2. Til. Planimetrie. (11) 18%. 1M.80 — ; N 4 — 
Stereometrie. (b) 1591.14 M. 20. — 4. Thl. Trigonometrie. (7) 4891.41 M. | er 
88 — Sammlg. v. Aufgaben u. Beispielen aus d. Trigonometrie u. Stereomeirie. 12 Es 
4. Thl. Trigonometrie. (5) Lpz. 1384. 4 M. — 2. Thl. Stereometrie. 1885. m MEN 
89 — Resultate d. Rechnungsaufgaben. > Mi Fe 
% Sachs, J.. Lehrb. d ebenen Elementar-Geometrie. 4-7. Theil. Stuttg. 1890-91. 16 t 
91 Schlemileh. O., Geometrie. d. Mıasses. 2 Thle. Lpz. 7 
4. Heft. Planimetrie (5) 1583. 2 M. — 2 Heft. Ebene Trigonometrie. (6) 1883. 41 M. 60. Ir. nl; Fr 
(3. u. 4. Heft.) Geoınetrie d. Raumes. (3) 4 M. 6 Fı 
92 Schmeisser, K. , Analyt. Geometrie. Ebd. 1581. ı “ 
93 Schurig, B., Lehrb. d. Arithmeiik. 3 Bde. Lpz. 183-853. 15 * Ga 
"94 Seipp, H., Lehrb. d. Element.-Geom. (Stereoinetrie) I. Thl. Stutie. 1592. h E Ga 
95 Siekenberger, A , Uebungsb. z. Algebra. 2. Abth'!gn-Münch. 1890. 33 E 
96 — Leitf. d. element. Mathematik. 3 Thle. 1883. 31 E Ge 
97 Spieker. T., Lelirb.d. Ar'thmetik u. Algebra. (3). Potsdam 1888. m % 
‘98 — Lehrb. d. ebenen Geometrie. (19) Potsd. 1890. E 
“9 Spitz, G., Lehrb. d. allgem. Arilbmetik. (+, 3,)2 Bde. Lpz. 1881-82. 'E 
109 — Anhang dazu, Auflösgn. enthaltend, 2 Thle, Ebd. 1882. wu — 
404 — Lehrb. d. ebenen Geometrie. (9) Ebd. 1888. u Gl: 
402 — — Anhang dazu, Auflösgn. enthaltend. ı Wi Go 
107 — — Lehrb. d.Stereometrie. (6) Ebd. 1890. 3 n 
108 — Anhang dazu, Auflö gn. enthaltend. - Wi Gr 
409 — Lehrb. d. ebenen Trigorometrie. (6) Ebd. 1888. ) n 
410 — Anhang dazu, Auflösgn, enthaltend. (u — 
411 — Lehrb. der sphär. Trigonomielrie. (3) Ebd. 1886. u 
412 Stolz, O., Vorlesgn. über allgem. Arithmetik. 4 Thl. Al'gemeines u. Arithmetik d. reeii) Gr: 
Zahlen. Lpz. 1385.8 M. — 2. Tül. Arithmetik der complexen Zahlen mit geonıel 1 
Anwendgn. 1886. ta — 
113 Wiegand, A., Lehrb. d. Mathematik. 41 Thle, Halle. 0 Gin 
Planimetrie 4. Curs. (2114889. 1 M. — 2- Curss (114) 1891. 4 M. — 3 Curs. (3) 1885.14 M.50. — Ei E 
Trigonometrie. (8) 1853. 1 M. — Steieometrie u. spher. Trigonometrie (40) 14885. 4 M. 50. — Algil — ı 
Arithmetik u, Algebra. (1) 1830 2M.50. — Algebr. Analysis. (5) 1880 1 M.80 — Analyt Geometi ni 
(6) 1882. AM. w. — Grundriss d. mathemat. Geographie. (11) 1Is87. AM — Grundriss der physikal. (4 ss —— 
grapbie (6) 1886. 2 M. 40. — Grundriss der ch:istl. Zeit- u. Festrechng. 1854. 2 M, 7 
414 — Resultate zu d. Aufgaben ausd. analyt. Geomelrie. 1879. I A 
415 Winter, W., Algebra. Lehrb. u. Aufgabensammlg. Münch. 1891. I 
416 — Trigonometrie. Lehrb. u. Aufgabensammig. Ebd. 1890. 3 
447 — Stereometrie. Lehrb. u. Auigabensammig. Ebd. 1890. wg Ha; 
118 Witistein, T , Lehrb. d. Elementar-Mathematik. Hann. 1872-91. Pe 
I. 4. Arithmetik. (8)2 0. — Planimetrie, (15) 2 M. nı 
II. A, Ebene Trigonometrie. (5) 1 M. 50. — 2, Stereometrie. (8: 2 M. 10. " Haı 
Ill. 1. Analysis. (2)2M 40. — 2. Analytische Geometrie. (2) 1886. 2M. 40. ı Haı 
419 Worpitzky, J.,Flemente 4. Mathematik. Bel, fu 
1. Het. (2) 1881.2M. 40. — 2 Heft. (2) 1883. 2. M. 60.— 3 Heft. 1874. 3.M. — 4. Heft, [! Hat 
2M.40 — 5. Heit. 1878, 4 M, 60. Bi 
3— E 
Hoehere Mathematik. 4 Mei 
120 Bachmann, P., Vorlesungen üb. d. Natur d. Irrationalzahlen. Lpzg. 189. ‚. Her 
12! Baltzer, R., Elemente d. Mathematik. 1.Bd. (7) Lpz. 1883. 4 M. — 2. Bd. (6) 1883. fg. Hes 
122 — Analyt. Geometrie. Lpz. 1882. sig Hes 
123 — Theorie u. Anwendg. d. Determinanten. (5) Ebd. 1881. si — \ 
124 Beau, O., Analyt. Untersuchg. im Gebiete trigonometr. Reihen. (2) Halle 185. ; Hof: 
125 Biermann O., Theorie d. analyt. Fun«tionen. Lpz. 1887, Zu e 
126 Bobek, K., Einleitg. in d. projekt. Geometrie d. Ebene. Lpz. 1889. 5 Hof: 
127 — Einleitg. in d. Theorie d. ellipt. Funktionen. Ebd. 1884. u Ela 
128 Boeklen, O.. Analyt. Geometrie des Raumes. 2 Thle. (2) Stuttg. 1883. 1 er. 
129 Borehardt, B, Einführg. in d. Wahrscheinlichkeitslehre. Brl. 1889. ı- Jani 
130 Brunn, H , Ueber Curven ohne Wendepunkt. Münch. 1889. We 188 
131 Cauchy, N., Algebr. Analysis, deutsch. v. Itzigsohn. Brl, 1885. u‘ Joac 
132 Cranz, H., Lehrb. d.analyt. Geometrie d. Ebene. I. Thl. : Analyt. Geometrie des £ Kai 
Punktes u. der Geraden. Stuttg. 4891.  — Ki 
133 Czuber, E., Geometr. Wahrscheinlichkeiten u. Mittelwerthe. Lpz. 1881. Ö be 
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Maik AU Mark 
5 (34 Czuber. Theorie der Beobachtungsfehler. Lpzg. 1891. _ 
höhere 35 Decher, O., Die Prismentrommel. (2) Münch. 1888. 2 — 

#3 Dini, U., Grundl, f. e. Theorie der Funktion, e. veränderlichen reellen Grösse. DER. 
ji 1892. 2 — 
®. Tr Dühring, E. u. U., Neue Grundmittel u. Erfindgn. z. Analysis, Algebra, Funktionsrechng. 
a u. zugehör. Geometrie, etc. Lpz. 1884. 12 — 

> Mi Durege, Die ebenen Kurven 3. Ordng. Lpz. 1871. 7 20 

n 39 — Elem. d. Theorie der Funktionen e. comp]. veränderl. Grösse. (3) Ebd. 1882, Be 

_ srl — — Theorie d. ellipt. Funktionen. (4) Lpz. 1887. Gm 
1 Ennepper, Elliptische Funktionen. (2) Halle 18%. 22 50 
ı3 Escherich, Einleitung in d. analyt. Geometrie d. Raumes. Lpz. 1881. 5 20 


ı3 Euler, L., Einleitg. in d. Analysis d. Unendlichen. 4. Thl. Brl. 1885. 
4 Fortu. Schlömilch, Lehrb. d. analyt. Geometrie. 4. Thl, Analyt. Geometrie d. Ebene, v. 
O. Fort. (6) Lpz. 1883. 4 M.— 2 Thl. Analyt. Geometrie des Raumes, v. O. Schlemilch. 
(5) 1886. 5 


—1 


oe,» 













I 
. I. nl Friedrich, M., Katechismus d. analyt. Geometrie. Lpz. 1884.geb. 2 40 
16 Fuhrmann, W., Analyt. Geometrie d. Kegelschnitte. Bri. 1834. 2 40 
7 — Synthet. Beweise planimetr. Sätze. Ebd. 1890. Br. 
16 # Ganter u. Pudio, D. Elemente d. analyt. Geometrie d. Ebene. Lpzg. 1888. 2 40 
1) Gauss, C., Abhandlgn. z. Methode d. kleinsten Quadrate. Bri. 1887. 
>40 — Untersuchgn. über höhere Arithmetik, hrsg. v. Moser. Ebd. 1889. Ak: m 
d ji Geigenmäüller, R., Elemente d. höheren Mathematik. Mittweida. 
3 I, Algebraische Analysis 1887; .— 
3 II. Differentialrechnung. 1885. 2— 
9 III. Integralrechnung 1 Kurs, 1887 — 
» Wi? — Analyt. Geometrie. tbd. 1880. 3 60 
Wi Glaenzer, K., Gegenkurven d. Kegelschnitte. Hamb. 1889. 2 50 
ı Wii Gordan, P., Vorlesgn. üb.Invariantentheorie, hrsg. v. @. Kerschensteiner. A. Bd. Deter- 
“ minanten. Lpz. 1885. 6M. 40 —2. Bd. Binäre Formen. 1887. 41 60 
u 5 Graefe, F., Aufgaben u. Lehrsätze aus d. analyt. Geometrie d. Punktes, d. geıaden Li- 
) nie, etc. L,pz. 1885. 2 40 
ı Mb — Auflösgn. u. Beweise dazu. Ebd. 1886. 4 80 
si — Vorlesgn. über die Theorie d. Quaternionen. Ebd. 1883. 3 60 
d. re) Grelle, F., Elemente d. Theorie d. v. reellen Variabeln abhäng. Funktionen. (2) Lpz. 
One 1881 Er 
geonie . 


119 — Analyt. Geometrie d. Ebene. (2) Ebd. 1875. y— 
#0 Günther, S., Darstellg. d. Nährungswerthe v. Kettenbrüchen in independenter Form. 


d 


ie Erl. 1873, 2 80 
— Aliglil — Grundlehren u. mathem. Geographie u. elem. Astronomie. (2)Münch. 1886’ 2 — 
Geome? — Lehrb. d. Determinanten-Theorie. (2) Erl. 1877. b— 
ysikal. (ig — Lehre v.d. gewöhnl. u. verallgem. Hyperbelfunktionen. Halle 1875-76. 12 — 
u — Parabol. Logarithmen u. parabol. Trigonometrie. Lpz. 1882. 2 80 
Wi — Studien z. Gesch. d. math. u. physik. Geographie. 6 Hefte. Halle 1877-79. 12 — 

ı Wii — Handb. d. mathemat. Geographie. Stuttg. 1890. 16 — 

| Hagen, G., Grundzüge d. Wahrscheiplichkeits-Rechnung. (3) Brl. 1882 6 — 

8 — D. Contanten wahrscheinl. Fehler (Nachtrag zu d. Grundz. d. Wahrscheinlichk. Rech- 

nung.) Ebd. 1884. t 60 

9 Hamilton, W., Elemente d. Quaternione, 2 Bde. Lpz. 1882-84. geb. 3 — 


'! Haruack, A., Grundlagen d. Theorie d. logarithm. Potentials u. d. eindeut. Potential- 
function in d. Ebene. Lpz. 1887. 20 
‚ Heit, N! Hattendorf, K., Algebraische Analysis. (2) Lpz. 1885. 
? — Einleitg. in d. höhere Analysis. (2) Ebd. 1885. 
3 — Einleitg. ind. analyt. Geometrie. (3) Hann. 1887. 
4 Heinze, K., Genetische Stereometrie, bearb. v. F, Lucke. Lpz. 1886. 
5 Herr, J., Lehrb. d. höheren Mathematik. (3)2 Bde. Wien 1877-78. 
'k Hess, E., Einleitg. in d. Lehre v. d. Kugeltheilg. Lpz. 1883. 
7 Hesse, Ö., Vorlesgn. a. d. analyt. Geom.d. geraden Linie etc. (3) Lpz. 1881. 
% — Vorlesgn. üb. analyt. Geometrie d. Raumes.(3) Ebd. 187%. 
" Hofmann, F., Construction doppelt berühender Kegelschnitte mit imagin. 
Bestimmungsstücken. Lpz. 1886. 
= Hofmann, F.. Methodik d. stetigen Deformation v. zweiblätterigen Riemann’schen 
Flächen. Halle 1888. 
! Hoppe, K., Lehrb. d. analyt. Geometrie. 2 Bde. Lpz. 7880-00. ä 
?Janisch, O., Aufgaben aus d. analyt. Geometrie d. Ebene mit den Resultaten. I 
1886. 
» Joachimsthal, F., Elemente d. analyt. Geometrie d. Ebene. (3) Brl. 1883. 
"Kaiser, H., Die Anfangsgründe d. Determinanten. Wiesb, 1582. 
» — Einführg. in d. neuere analyt.u. synthet. Geometrie. Ebd. 1887. 
"Killing, W.,Die nicht-euklid. Raumformen in analyt. Behandlg. Lpz. 1885. 
' Klein, F., Ueber Riemann’s Theorie d. algebr. Funktionen. Lpz. 1882. 
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188 Klein. Vorlesg. über d. Ikosaeder u. d.Auflösg.d.Gleichgn. v.5. Grade. Ebd. 1884, ra u Va 
189 Knoblauch, Einleitg. in d, allg. Theorie d. krummen Flächen. Lpz. 1888, 8 3 We 
190 IMBRR C., Die Ausgleichungsrechng. nach d. Mefhode d. kleinsten Quadrate. „2 We 
'ordh, 1885. 6 |] 
191 Keetter, E., Grundzüge e. rein geometr. Theorie d. algebr. ebenen Curven. Brl, 1887 M We 
9) a; Wii 
192 Krazer, A.,u.F. Prym, Neue Grundlagen einer Theorie der allgemeinen 
Thetafunktionen. Lpzg. 1892. 7a 
193 Kries, J., Prineipien d. Wahrscheinlichkeits-Rechng. Freib. 1886. 6 
19 Krimmel, ÖO.,Die Kegelschnitie in elem.-geometr. Behandlg. Tüb. 1883. 2 so; Aut 
195 Krumme, Der Unterricht in d. analyt. Geometrie. Brschw. 1889. 6 5 Buz 
195 Legendre, A., Elemente d. Geometrie, deulschv. Crelle. (6) Brl. 1873. 6 hi Dee 
497 — Zahlentheorie, deutsch v. Masser. 2 Bde. Lpz. 1886. all 9 Fisc 
198 Lejeune-Dirichlet, P., Vorlesgn. über d. im umgekehrten Verhältniss d. Quadraisd, gr 
Eniferng. wirkenden Kräfte. (2) Lpz. 1887. 4 x, For: 
199 — Vorlesg. über Zahlentheorie. (3) Brsw. 1879-84, 13 oo! Fulı 
200 Lie, S., Theorie d. Transformationsgruppen.!l. Lpz. 1888.18 M. — Il. 41890. 16 ba 
201 BT ae J., Sammlg. v. Aufgaben aus d. algebr. Analysis. (2)hrsg. v. W. Laska. Pra Ar 
839. + St 4 
202 Lipschitz, R., Lehrb. d. Analysis. 1. Bd. Grundlage d. Analysis. Bonn 1887. 15 # Geig 
203 — — 2. Bd. Differential- u. Insegralrechnung. Ebd. 1880. 18 x Har 
204 — Untersuchgn. über d. Summen v. Quadraten. Ebd. 1886. 5 BiHey 
205 Lübsen, H., Einleitg. i. d. Infinitosimal-Rechng. (7) Lpz. 1889. B; rei 
206 — Ausführl. Lehrb. d. Analysis. (8) Ebd. 1885. 3 ( Jon« 
207 — Ausführl. Lehrb. d. analyt. oder höheren Geometrie. (12) Ebd. 1885. 4 Fli 
208 Meyer, A., Vorlesgn. über Wahrscheinlichkeitsrechngn. Lpz. 1879. ‚EB fi Kley 
209 Milinowski, A., Elementar. synth. Geometrie d. gleichz. Hyperbel. Lpz. 1833. 3 6 Kle, 
210 — Elementar. synthet. Geometrie d. Kegelschnitte. Ebd. 1882. 3 GN Koen 
211 Netto, E., Substitutionentheorie u. ihre Anwendg. aufd. Algebra. Lpz. 1882. 6 8 
212 Neumann, C., Beiträge z. Theorie d. Kugelfunktionen. Lpz. 1878. 8 ”— L« 
213 — Ueber d. Methode d. arithmet. Mittels. 4. Abhdlg. Lpz. 1887. > 2 Lips 
214 — Ueber die nach Kreis-, Kugel- u. Cylinderfunktionen fortschreitenden Man: 
Entwickelgn. Ebd.1882. 7 2: Navi 
215 — Vorlesgn. über Riemann’s Theorie d. Abel’schen Integrale. (2) Ebd. 1884. 12 Ö Schl 
216 Neumann, F., Vorles, üb. die Theoried. Potentials u. d. Kugelfunkt. Lpz. 1887. 12 ii serr 
217 Olbricht, R., Studien über d. Kugel- u. Cylinderfunktionen. Lpz. 1887. 4 1. Bd 
218 Prediger, C., Compendium d. analyt. Geometrie d. Ebene. (2) Klausth. 1834. 7 nn Be 
219 — Die Elemente d. analyt. Geometrie d. Raumes. (2) Ebd. 28837. 6 N Sers 
220 Rausenberger, G., Lehrb.d. Theorie d. period. Funkt.etc. Lpz. 1884. 10 4 Spit: 
221 Reiff, R.. Gesch. d. unendl. Reihen. Tüb. 1889. ö # Spitz 
222 Rudio, F.. Die Elemente u. analyt. Geometrie d. Raumes. Lpz. 189. 2 Un 
223 Salmeon, G., Analyt. Geometrie d. höheren ebenen Curven. (2) Lpz. 1882. 11; — Ve 
224 — Analyt. Geometrie d. Kegelschnitte. (5) Ebd. 1887. 4. Thl.8 M. 80. ; ur. 
— — 2. Thl. 1888. Be 
225 Salmon, G., Analyt. Geometrie d. Raumes. (3) 2 Thle. Lpz. 1880. 24 \ m 
226 — Vorlesgn. über d. Algebra d. linearen Transformation. (2) Ebd. 1877. 10 Wor 
227 Schapira, H., Theorie allgemeiner Cofunktionen. (In 3 Beenden.) 1. Band.2 Thl. 1. Her "I 
Lpz. 1892, b 
(D. Theil des 1. Bandes erscheint spater.) 
228 Scheffler, H.. Beiträge zur Zahlentheorie. Lpzg. 1891. 6 h 
229 Schlemilch. O.. Compendinm d. höheren Analysis. (d, 3.) 2 Bde.Brschw. 18 Adan 
4. Thl. (5) 1881. 9. M. — 2. Thl. (3) 4879.9 M. 'Albre 
230 — Uebungsb. z. Studium d. höheren Analysis. Lpz. 13 6 
4. Thl. Auf gaben aus d. Differentialrechng . (4) 1887. 6 M "Brem 
2. Thl. Aufgaben aus d. Integralrechng. (3) 1882. 7 M. 60. “Brust 
231 — Handb. d. algebr. Analysis. (6) Jena 1881, I u llaus 
232 Schlotke, J., Analytische Geometrie der Ebene. Dresd. 1891. 6 Rec! 
233 Schrader, W., Beiträge zur Theorie d. Determinanten. Halle 1887. 3 Öl lrell 
234 Schroeder, Vorlesgn. üb. d. Algebra d. Logik (exacte Logik). 4. Bd. L.pz. 1890. 16 send 
235 Schwering, K., Theorie u.Anwendg. d. Liniencoordinaten in d. analyt. Geometrie (Bi Frant 
Ebene. Lpz. 188%. -d tels 
236 Serret, J., Handb. d. höheren Algebra, deutsch. v. @. Wertheim. (2) 2 Bde. m auss 
18718— 79. y 1891 
237 Steiner, J., Vorlesgn. über synthet. Geometrie. Lpz. 'berne 
4. Thl. ; Die Theorie d. Kegelschnitte in elementarer Darstellg. (3) 1887. v hrave 
2. Thl. : Theorie d. Kegelschnitte, gestüzt auf projektive Eigenschaften. (2) 1876, \ 4 hreve 
238 Sturm, R., Die Gebilde ersten u. zweiten Grades d. Liniengeometrie. I. Theil. ry \Houe) 
1892. - H 
239 Thomae, J., Abriss e. Theorie d. Funktionen einer complexen Veränderlichen ; Rue 
u. d. The tafunktionen. (3) Halle 1890. ) lorda 











LIBRAIRIE UNIVERSITAIRE, FRANCAISE ET ETRANGERE, H. WELTER, RUE BONAPARTE, 89, A PAR nn | 








i. (ATALOGUE N’ 65. MATHEMATIQUES, ASTRONOMIE, GEODESIE METEOROLOGIE ET NAVIGATION. 19 













































Mi — 
Mark. 

ri jı Vandermonde, N., Abhandlgn. aus d. reinen Mathematik. Brl. 188%. 3 — 
g ji Weber, H., Ellipt. Functionen u. algebraische Zahlen. Brschw. 1891. 13 — 
ıı Weierstrass, K., Abhandlgn. aus d. Funktionslehre. Brl. 1886. 12 — 

6 „3 — Formeln u. Lehrsätze z. Gebr.d.ellipt. Funkt. (2) Göttgn. 189. 0 — 
1887 | Wertheim, G., Elemente d. Zahlentheorie. Lpz. 1887. 8 40 
9) Mi; Wiener, H.,Rein geometr. Theorie d. Darstellg. binärer Formen. Darmst. 1885. 2 50 


Differential- und Integralrechnung. 


jAutenheimer, F., Elementarb. d. Different.-u. Integralrechg. (3) Weim. 1887. 9 
iiBuzengeiger, K., Elemente d. Differential- u. Integralrechg. Karlar. 4878. cart. 6 — 
WDelp, H., Aufgaben z. Differential- u. Integral-Rechnung. (4) Giessen 1884. 3 40 


16 Fischer, E., Syst. Grundriss d. Element-Mathem. 4. Abthlg. Die Algebra u. d. Grundbe- 
alsd eriffe d. Differentialrechnung. Berl. 1891. 225 
I x Forsyth, A., Lehrb. d. Differentialgleichgn. m. Anh. v. Maser. Brschw. 1889. ia — 
13 op Fuhrmann, A.. Anwenden. d. Infinitesimalrechng. in den Naturwissenschaften, im Hoch- 
16 bauu.in der Technik. Lehrbuch u. Aufgabensammig. 4. Thl.: Naturwissenschafltl. 
a Anwendgn. d. Integralrecling. Brl. 1888. 3 — 
%: 2. Thl. : Naturwissenschaftl. Anwenden. d. Integralrechng. Brl. 18%. > 50 
15 "Geigenmüller, R., Elem. d. höheren Mathem. 2. u. 5. Bd. Siehe Seite 48. 
48 üHarnack, A., Elemente d. Differential- u. Integralrechng. Lpz. 1881. 760 
5 öiHeymann, W., Studien über d. Transformation u. lategration d. Differential- u. Diffe- 
8. renzengleichen. Lpz. 1891. 2 — 
3 öjoachimsthal, F., Anwendg. d. Differential- u. Integralrechg. auf d. allg. Theorie. d. 
k Flächen u. d. Linien doppelter Krümmg. (3) Lpz. 1890. 6— 
» #Kleyer, A., Lehrb. d. Differentialrechnung. I. Stutig. 1888. 5 — 
3 ti kleyer, A., Lehrb. d. Integralrechg. I. Stuttg. 1890. 0 — 
3 (Mi Koenigsberger, L., Allg. Untersuchgn. aus d. Theorie d.tDifferentialgleichgn. L.pz. 1882. 
6 8 8 — 
N # — Lehrb. d. Theorie d. Differentialgleichgn. m. 4 unabh. Variabeln. Ebd. 1889. 8. — 
al Lipschitz, R., Lehrb.d. Anal. 2 Bd. Differential-u. Integralrechg. Bonn 4880. 18 — 
Mansion, M.P., Theorie d. partiell. Differentialgleichgn. 1. Orag. Brl. 1891. 21 — 
9 #Navier, L., Lehrb. d. Differential- u. Integralrechng. (4) 2 Bde. Hann. 1875. 2 — 
2 SSchleemilch, O., Anfg. a. d. Diff.- u. Integralrechng Siehe Seite 50. 
49 Serret , J., Lehrb. d. Differential-u. Integralrechng., deutsch. v. A. Harnack. Lpz. 
4 4. Bd. Differentialrechng. 1884. io. H. 
1 2. Bd. 1. Halfte. Integralrechng. 1885. 7.M. 2%. 2. Halfte. Differentialgleichbgn. 1885. 720 
6 iSersawy, V., Die Integration d. partiellen Differentialgleichen. Wien 1884. > 20 
10 se Spitz, C., Erster Cursus d. Differential-u. Integral-Rechng. 2 Thle. Lpz. 4870. 10 50 
5 Spitzer, S., Integration part. Differential-Gleichgen. Wien 1879. 3 60 
9 ‚Me — Untersuchen. im Gebiete lin. Differential-Gleichgn, 2 Hefte. Ebd. 1883-85. 6 — 
ı or: — Vorlesgn. über lineare Differential-Gleichgn. Ebd. 1878. I — 


Stegemann, M., Grundriss d. Differential- u. Integral-Rechng. Hann. 
1. Thl. : Differential-Rechng. (5) 1888. 9 M.2. Thl. : Integral-Rechng. (4) 1889. 

!Weinnoldt, E., Ueber Funktionen, welche gewissen Differenzausgleichgn. n. Ordng. 
Genüge leisten. Kiel 41885. 


._— 
- 0 m 
-1 


1) 


-Yt 


2 40 
f 2. :Worpitzky, J., Lelirb. d. Differential- u. Integralrechng. Brl.*1880, 24 — 
6 
Lorigarithmentafeln und Formelbücher. 
ıs ME Adam, V., Taschenbuch d. Logarithmen. (14) Wien 1887. er 
Albrecht. Th., Logarithm.-trigonomet. Tafein mit 5 Deeimalstellen. Brl. 4884. 2. M. geb. 
136 2 50 
iBremiker, C., Logarithm.-trigonometr. Taf. m. 6. Deeimalstell. (114) Brl. 1890. 4 20 
‘Brushns, G., Neues logarithm.-trigonom. Handb. auf 7 Decim. (2) Lpz. 1881. 4 20 
9 'Claussen, A., Die Logarithmen u. ihre Anwendg., Aufgaben a. d. Zinseszins- 
6 Rechnung u. d. Trigonometrie. Lpz. 1878. k— 
3 NCrelle, A., Rechentafel, welche alles Multiplieiren u. Dividiren m.Zahlen unter Tau- 
16 send erspart, deutsch. u. französ. (5) Brl. 1881. cart. 15 — 
etrie (Frank, A.. Berechng. der Kanäle u. Rohrleitgn., nach e.neuen einheitl. System mit- 
E tels logarithm..-trigonomet. Tabellen. Münch. 4886. geb. T- 
ie. 1 auss, F., Fünfstellige vollständige logarithın. u. trigonometr. Tafeln. (33) Halle 
13 1891.geb. 2 50 
'6ernerth. A., Fünfstellige gemeine Logarithmen. (2) Wien 4886. 3 40 
N bravelias, Fünfstell. logarıthm.-trigonometr. Tafeln. Ebd. 4886, cart. 6 — 
' wi '6reve, A., Fünfstell. logarithm, u. trigonometr. Tafeln. (4) Bielef. 1801. geb. 2 — 
5 $ Houel, G., Fünfstellige Logarithmentafeln. (5) Brl. 1887. 2 — 
" Hrabak, J., Gemeinnütz mathemat.-techn. Tabellenwerk; vollst. Sammlg. von 
* Hilfstabellen für Rechngn. mit u. ohne Logarithmen. (2) Lpz. 1876. .— 
r ‘Jordan, W., Hülfstabellen für Tachymetrie. Stutig. 4880. 18 — 
A PAR 
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286 Kleyer, A., Lehrb. d. Logarithmen. Stuttg. 1884. 


287 — Fünfstellige logarithm. Tafeln. Ebd. 1884. - 
288 Knoll, &., Taschenbuch z. Abstecken d. Curven. Stuttg. 1873. geb. N 
289 Kehler, H., Logarithm.-trigonometr. Handbuch. (15) Lpz. 1887. 3 
290 Konen, M., Tabellen d. Spannweiten für Träger u. Balken bei allen vorkom- 
menden Theilgn. u. Belastgn. Lpz. 1888. geb. R 
291 Koulle, H., Hilfstabellen für d. Berechng. schmiedeeis. Stützen. Brl, 1884. geb. 9 
292 Laska, W., Sammlg. v. Formeln d. reinen u. angewandten Mathematik. I, II, 
Ill, A. Brschw. 1889-90. 
293 AEGEN, W., Sammlung fünfstelliger logarithm.-trigonom. und nautischer Ta- 
eln. (2) Kiel 4891. 6 
294 — Taschenbuch d. Mathem. Tabellen u. Formeln. Brl. 4873. cart. 9 
295 — Tafeln d. Hyperbelfunctionen u. d. Kreisfunctionem. Ebd. 1890, 5. M. geb. n 


296 Lüling, E., Mathem. Tafeln f. Markscheider u. Bergingenieure. (2) Bonn 4887. 

297 Neumann, C., Führer d. Technikers zu d. wichtigsten Resultaten d. Mathematik, 
Mechanik, Maschinentechnik u. Technologie. (5) Weim. 1875. cart. 1 

298 Rühlmann, M., Logarithm.-trigonometr. Tafeln. (9) Lpz 1883. 2M. geb. 

299 Salomon, J., Sammig. v. Formeln, Aufgaben u. Beispielen aus d. Arithmetik u. 


> 


no 


Algebra. (6) Wien 1873. 5 
300 Sarrazin u. Overbeck, Taschenb. z. Absteck. v. Kreisbög. (4) Brl. 1888. geb. 3 
301 Sehreen, L., Siebenstellige gemeine Logarithmen. (21) Brschw. 1891. 4 
302 Stadthagen, Ueber d. Genauigkeit logarithm. Berechngn. Brl. 1888. 9 
303 Stampfer, S. Logarithm.-trigonometr. Tafeln. (13) Wien 1885. 9) 
304 Starke, G., Logarithm.-tachymetr. Tafeln für d. Gebrauch. Wien 1885. 6 


305 Steinhauser, A., Hülfstafeln z. präcisen Berechng. zwanzigstell. l,ogarithmen., 
Wien 1880. 1 

306 Vega, G. v., Logarithm.-trigonometr. Handb. (73) Brl. 1891. 

307 Veltmann u. Koll., Formeln d. niederen u. höheren Mathematik. Bonn 1886. geb. 

308 Weierstrass, K., Formeln u. Lehrs. z. Gebr. d. ellipt. Funkt. (2) Göttgn. 1392. 

309 Wittstein, T., Fünfstell. logar-trigonometr. Tfln. (14) Hann. 1891. cart. 

310 Zimmermann, G., Rechentafel nebst Sammig. häufig gebrauchter Zahlenwer- 
the. Brl. 1889. geb. 5 

311 Zimmermann, H., Rechentafel. Berl. 1892. geb. 5 
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Praktische Geometrie. 
(Geodssie, Nivelliren, Perspektive, Projectionslehre.) 


312 Balmer. J., Die freie Perspektive, Brschw. 1887. 

313 Bauernfeind, C., D. bayer. Präcisionsnivellement. 1.-8, Hft. Münch. 1873-90, El 

314 — Elemente d. Vermessungskunde. (7) 2 Bde. Stuttg. 489. 

315 Baule, A., Lehrbuch d. Vermessungskunde. Lpz. 1890. 

316 Baur, F., Lehrb. d. niederen Geodäsie. (4) Brl. 1886. geb. 

317 Behse, W., Darstellende Geometrie. (4) 2 Thle. Lpz. 1883. 

318 Berger, G., Die Lehre v. d. Perspektive. (7) Lpz. 1833. 

3:9 Bohn, C., Landmessung. Brl. 1886. 

320 Boersch, O., Anleitg. z. Berechng. geodät. Coordinaten. (2) Basel 1885. 

24 Brathuhn, O., Lehrb. d. prakt. Markscheidekunst. Lpz. 188%. 

322 Burmester, L., Grundzüge d. Reliefperspektive. M. 4 TfIn. Lpz. 1883. cart. 

323 — Theorie u. Darstellg. d. Beleuchtg. gesetzm. gestalt. Flächen. (2) Lpz. 1875. 

324 Conz, G., Lehrb. d. Perspektive. Stutig. 1888. cart. 

325 Cremona, L,, Elemente d. projektivischen Geometrie. Stuttg. 1883. 

326 Disteli, M., Die Steiner’schen Schliessungsprobleme n. darstell. geometr. Methode. 
Lpz. 1888. 4 

327 Fiedler, M., Die darstellende Geometrie. 3 Thle, Lpz. 1883-88. 38 

328 Franke, J., Die Dreiecksnetze 4. Ordng. als Grundlagen geodät. Detailaufnahmen 
zu techn. u. staatswirtschafl. Zwecken. Münch. 1871. } 

329 — Die Grundlehren der trigonometr. Vermessg. im rechtwinkeligen Koordinaten- 
system. Lpz. 1879. 12 

330 — Die Koordinaten-Ausgleichg. nach Nährungsmethoden ind. Kleintriangulirg. u. 
Polygonalmessg. Münch. 1884, 

331 — Techn. Anleitg. z. trigonometr. Netz-u. Koordinatenrechngn. Ebd. 1889. 1: 

332 Gauss, J., Die Theilg. d. Grundstücke, insbes, unter Zugrundelegung rechtwinkl. 
Coordinaten. (2) Brl. 1890. geb. 

333 Gerke, R. Aufgaben aus d. darstell. Geometrie. Hann. 1881. 

334 — Die Festlegung d. Böschungsschnittkurve mittelst Kotierter Projektion als Beitrag 
z. Tracirungslehre. Ebd. 1885. 

335 — l.inearperspektive nebst Schattenconstructionen. Ebd. 1881. 
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ATION, ak Mark 
ark, 
r e gerke. Steinschnitt d. Böschungsflügel u. schiefen Brückengewölbe. Ebd. 1885. 6 — 
r wHartner, F., Handb. d. niederen Geodäsie. (7) Wien 1892. 1b — 
WM. Heyn, R., = Tau d. Perspektive, Spiegelg. u. perspektiv. Schattenconstruc- 2 
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Ouvrages d’Occasıon ä Prix nets. 


Le port est ä la charge du destinataire. 
Tous les ouvrages sont en bon &tat, broch6s, in-8, et imprim6sä Paris, sauf indieg 


contraire. Ils sont vendus pour complets. Mais, vu l’impossibilit6 de collat 
page ä page chaque volume avant de l’expedier, toute r&clamation digne de 
accueillie dans le mois qui suit la vente. Les döfets signal6s 


Ion 
foi s 
seront fournis ; 


reclamants, et, a defaut, les exemplaires seront &chang6s ou repris. 


Je me charge de fournir aussi les ouvrages non annonces par moi, 





Astronomie, (eod6sie, Metsorologie, Navigation, 


a) Periodiques et Annales des observatoires astronomiques, 


4472 Annales du burcau central meteo 
rologique de France,publi6es par Mascar! 


I Etudes desorages en France et M@moi- 
res divers. Ann6es 1878ä 85. 8 vol. in-4, 
av. pl. (Annee 4878 rare, 120 fr. 

Il Bulletin des observations francaises 
et Revue elimatolegique. Annees 1878 a 
85.8 vol.in-4, av. pl. 120 fr. 

III Pluies en France .f1877 a 85.9 vol. in-4, 
av. pl. 135 fr. 

IV Meteorologie generale. Annees 1878 & 

85. 8 vol. in-plano et in-4, av. pl. 140 fr. 

A partir de 1886 les Annales forment 3 vol. 
par an. 


I Memoires. 1886 a 92.7 vol. in-4 105 fr. 


II Observations. Annees 1885 a 92. 7 vol. 
in-4. 105 fr 
III Pluies en France.9Anndes 1886 a 2. 
7 vol. in-&. 105 fr. 
4473 — Stpar&ment. Idem. Bulletin d’observat. 
frang. — Saint-Martin-de-Hinx. 1880. In-4. 
Paris, 1882. 2 fr. 


— Idem. Meteorologie generale. In-folio (Plano). 
1878. (15 fr.) 5 fr. 
— Idem. III. Pluies en France. Annees 1877, 78 
(epuisee), 79, 80, 81, 83. Gr. in-4, av. pl. 60 fr. 
— Idem. 1883. > fr. 
— Idem. 1884 a 1889. 6 vol. in-4. 70 fr. 


4474 Annuaire du bureau des longitudes 
pour 4809 et 4810. En 4 vol. in-32, d.-rel. bas, 
(Titres portent un petit timbre.) 1 fr. 


— Idem, pour 1866, 4868, 1869, 1887 (8 ex.), 
1888 (5 ex.), 1859(9ex.), 18W (1 ex.)a 75 cts, 
— Idem. Collection complete de 1796 a 1892. 
300 fr. 


4475 Annuaire me6tcorologique 1349 1852, 
et Annuaire de la Soeciete meteorole- 
gique de France. De l’origine (1853) a 1872 
inclus,en tout24 vol. gr. in-8. (432 fr.) 180 fr. 

4476 — Idem. Pour A851. Gr. in-8,avec gravu- 
res (18 fr.) 5 fr 

— Idem. 22 nume6ros divers des volumes sui- 
vants: 1862. Tome X. 1873. Tome XXI. 1874. 
Tome XXII. 4875. Tome XXI. 1876. Tome 
XXIV. 1877. Tome XXV. 3 fr. 50 

4477 Assoeiation geodesique internatio- 
nale. Generalbericht über die mittel- 
europ:sische :sp&eter europ@ische) Grad- 


messung. Für die Jahre 1863-72. 14 


in-4, avecnombr. planches. Berlin. 56 fr 
) 


- 


On a ajoute: Protokolle der allgem, Conferenz 
21-28 Sept. 4871 in Wien. 


4417 bis. — Idem. Für die Jahre 4868, 4 
1870. (48 fr. 45) 6 


4479 Astronomical Journal (Gould). 
1a 10. Cambridge (Mass.),1849-90. In-4,tr. r 


Ol) 


4480 — Idem. 21 


n"divers, de 4886 ä1 
In-4. Boston. 


8 fr 
N» 146, 447, 449, 452, 455, 156, 458, 159, 100, 
170, 174, 474 & 476, 4179-80, 182, 187 a 489, 19. 


4481 Astronomical Papers prepared to 
use ofthe American Ephemerisaud Naul 
Almanac. 4 vol. (16 parties) in-4. Washi 
ton, 4879-90. (80 fr.) d5 


482 Astronomical Register. A mediu 
communication for Amateur Observersa. 
other interest. in ihe science of Asirono 
Vol.4 a 32(4863-92), av. latable pour les 
1a 20. In-8,av. pl. London, 4863-92. Col 
tion complete. 280 


4483 Astronomie (('), revue d’astronomie 
pulaire, publ. p. C. Flammarion. Collee 
complete, annees Area 410. 1882 a 1891. 
tres bel ex. en demi-rel. percal. grise, gt 
Bradel. (160 fr.) 420 


4484 — Idem. 1888, n° 6 (juin), 1890, 5, 1 
table, 1891 n® 41 &4. Ge.in-8. Chaque nur 
) 


4485 Astronomische Nachrichten. H 
von Schumacher, fortges. von Hansen, P& 
sen, Peters u. a. vol. 41125 avec le su 
ment et la table en 4 vol. pour 1 & 30. | 
avec fig. Altona, 1823-90. Collection comp 
et rare. 3 


4486 — Idem. Bd. 89 rel. d.-chagr. Bd. 4 
rel. d.-mar., vol.96 en n®*et n®* 2476 aYn, 
410+ moins n® 2473 & 75. Kiel, 1877-80. 10 
50) 20 


Vol. 89 sans les 2 planches. 


4187 Berliner Astronomisches Jahrbı 





herausgeg. von Bode, fortges. von Enck 
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ei 


Foerster. Depuis le commencement, 1776, a 
875, av. 4 suppl&m. formant 103 vol. in-8, 


Kaice jem.=chagr. 225 fr. 

able 

f en L’annede 1783 manque. Je me charge de la completer 
01 > sur demande, 

nis g 


.Idem. La collection complete depuis 1796 
jusqu’a 4891 inclus. (1160 fr.) 425 fr. 


8 Besancon. — Gruey (L.-J.). Deuxieme 
hulletin chronometrique. In-4. 1890. 1 fr. 75 


Bordeaux. Annales de l’observatoire de 
Bordeaux, publi6es par Rayet. Tomes1, II, II, 
jvol. in-4. 1885 a 89. (90 fr.) 60 fr. 
0 Bruxelles. Annuaire de l’observatoire de 
Bruxelles. Anndes 1878, 87, 88 et 91. In-12. 
(haque. ı fr. 


2.4 2 Bulletin astronomique, dir. p. Tisse- 
56 fr. nnd,G. Bigourdan,O. Callandreau et R. Ra- 
7 dau. Anndes 1884 & 41892. Les 9 annees 
or 120 fr. 
er em. Nov. 1890, av. table du tome VII, 
W4 janv. a mars. 3 fr. 


# Bulletinde la Soeiete astronomique 
ie France. 1'* et 2: ann&es, 1887-1888. 2 vol. 
1-8, avec fig. 12 fr. 
-\dem. 4"* annde 1887. 6 fr. 
® Bulletin de la Soeicte seientifique 


fammarion, de Marseille (1888). Gr. in-8, 
Yarseille, 1889. 3 fr. 


"Bulletin meteorologique du depar- 
ment de VHerault,/publie sous les aus- 
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yuld). 
1-4 ir, r 
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8 fr 


159, 160, 


ung jees du conseil general. (Annees 1886-1887- 
ıred to 88.) 3 vol. in-4. Montpellier, 1887-1889. 

ıd Naul 18 fr. 
Waäshi-ldem. Söpar&ment l’annde 1886. 5 fr. 


u 5 Cambridge, Mass. — Annals of the 
stronomical observatory of Harvard 
üllege. E. C. Pichering, director. vol. 24, 
»,23, 24, 27, 30. In-4, av. pl. br. Cambridge, 


mediu 
rvers3. 
















siron 
aa 8-90. 45 fr. 
-92. Cl — Baker (D.-W.). History of the Harvard 
SU llege observatory. 1840-90. In-8, av. fig. 
sonomieg Aubridge, 1890. 3 fr. 
. Colle — Observations made at the Blue Hill 
1821. wteorological observatory, Massachussetts, 
grise, 2. S. A. in the year 1888. Wılh a statement 
12 the local weather predictions under the 
irection of A. Lawrence Rotch. In-4. Gam- 
90, 5, Mriige, 1889. 3 fr. 50 
jue nu _ Rotch (A.-L.). Observations made at 
u: Blue Hill meteorological observatory, 
RE, hssachussetts. 1889. In-4, pl., br. Cambridge, 
nsen, X m. 6 fr. 
‚ce le sup — Observations of the New England 
| a 80. [rteorological society in 1888 (ed. by E.C. 
jon comfckering). In-4. Cambridge, 1889. 5 fr. 
"> _ Observations (Meteorological) made 
Ba. N the summit of Pike’s Peak, Colorado, under 
6 a9, : direction of A.-W. Greely. In-4. Cam- 
7-80. 40 dge, 1889. 18 fr. 
VW —-Pickering (E.-C.).HenryDraper Memo- 
l. First annual report of the photographic 
dy of stellar spectra conducted at the Har- 
Jahrbi@@rd College Observatory. In-4, av. pl. Cam- 
n Enck@idge, 1887. 2 fr. 


23 


4502 Chile. Annuario de la Ofieina central me- 
teorolojica de Chile. Tomo 18: correspon- 
diente a 1886, cuaderno 1°ä 4° : enero A agos- 
to. 4 fasc. gr. in-83. Santiago de Chile, 1886. 

3 fr. 50 
+503 Comite international permanent 


ge l’ex&cution photographique de la carte 
u ciel: 


1° Congres astrophotographique. Avril 1887. 


In-4, av. planche photogr. 5 fr 
2 Reunion du Comite, 1889, > fr. 
3° Röunion du Comite, 189. 5 fr. 


4° Bulletin’du Gomits, fasc. 2, 3,4, 5, 6.1888- 

1891. Chaque fase. 5 fr. 
4504 Connaissance des temps. De l’an X 

(1802) ä& l’an XV (1807) et de 1808 a 4859. 

»6 annees rel. en 40 vol. in-8, demi-bas. et 2 

vol. br. 1802 a 60. S£rie rare. 100 fr. 


4505 — Idem. Extr. äl’us. des Ecoles d’hydrog. 
et des marins du comm. pour 1889, 4 fr. 25 


4506 Cordoba. Anales de la ofieina meteoro- 
logica Argenlina por su director Guallerio G. 
Davis. Tomo VI. Un fort vol, in-4. Buenos- 
Aires, 1888. 8 fr. 

‚ Climas de Nueva Palmira, Santiago del Estero par- 
tido 25 de mayo y Estancia San Juan. 

— Resultados del observatorio Nacional Ar- 
gentino en Cordoba. Tomos VI, IX,X. 3 forts 
vol. in-i. Buenos-Aires, 1886-88. 20 fr. 

VI: Observaciones del ano 18575. — IX : ano 1876. 
— X. ano 1877. 

— Anales de la oficina meteorologica Argen- 
tına por G. G. Davis. vol. 7.Climas de Villa, 
Formosa, Chu but yCindad de San Juan. In-4 
br. Buenos Aires, 1889. 10 fr. 

— — Idem. Vol. 12. Observaciones 1879. In-4. 
Buenos-Aires, 1890. 10 fr, 


4507 Greenwich. Spectroscopic and photo- 
graphic results. 1884 to 41889 Magnetical 
and meteorological observations. 1884 to 
1888. — Diagrams representing the diurnal 
change in magnitude and direction of the 
magnetic forces in the horizontal plane. To- 
gether 12 vol. in-4, with plates, cart. Lon- 
don, 1885-88. 0 fr. 

4508 — Recomputation of the position of {he 
sun, 1877-86. Corrections to refraclion of 
stars sun, moon, planets, etc. 1887-88. In-4, 
cart. London, 1889. 3 fr. 50 

4509 — Ten year catalogue of 4,059 stars for 
1880. In-4, cart. London, 1889, 12 fr. 

4510 Indian Meteorologiecal Memoirs, rela- 
ting to India and the neighbouring countries, 
publ. under the direction of H. F. Blanford. 
Vol.I(for 1876-81, Io-4, avec pl., rel. toile. 
Calcutta, 1876-81. 10 fr. 

— Idem. vol. IIl, part.% and 4 Vol. IV, part 
5. In-fol. Caleutta, 1888. 6 fr. 

4511 — Report onthe meteorology of India, 
for 1880-81-82-33-84-86-87, by Henry F. Blan- 
ford and John Eljot. 7 vol, fol., cartonnes. 
Calcutta, 1882-89. 50 fr. 

4512 Italie. Processo verbale delle sedute della 
commissione geodeltica italiana tenute in Mi- 
lano nei giorni 27 et 28 settembre 1886. In-4, 
avec 3 cartes. Firenze, 1887. 3 fr. 
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PARAIT ABONNEMENT 
Uni 
a) Allemand. Par an Depuis |Paysd’origine Pan 
4 BONS ERS eh ae en ae ae eh 8 nos. 1883 417.50 17,50 
2 Annalen, Mathematische. .......receueeeecceeceennn le vol. 4nos. | 1869 25 25 
3 Anzeiger dermathematisch-naturwissenschaftl.Klasse 
WERE 1 TER INT 12 nos. Kein 3.75 3 
4 Archiv der Mathematik u. Physik...............:.. 4 nos, 1541 13.50 14 
5 Jahrbuch über die Fortschritte der Mathematik...... 3 nos. 1871 |Prixdifferents 
6 Journal für die reine und angewandte Mathematik... | Le vol. 4 nos. | 1826 le vol. 15. [levol.ız 
7 Mitteilungen, Mathematisch-Naturwissenschaftl..... 2 nos. 1886 3.75 43 
8 Monathefte für Mathematik u. Physik. .............. 12 nos, 1890 417.50 18.5 
9 Zeitschrift für Mathematik u. Physik............... 6 nos. 1856 22.50 22.5 
40 Zeitschrift für mathemat. und naturwissenschatftli- 
chen Untereioll. ...00...ru seneeoene..es RE 8 nos. 1870 15 16 
b) Francais. 
41 Bulletin des sciences math&matiques.......errcu00. 42 nos. 1888 18 2 
12 Bulletin de la Societe mathömatique....2.....2..:.. 6 nos, 1872 15 17 
43 Journal de math£öınatiques el&mentaires............. 24 nos. 1877 5 h 
44 Journal de l’Ecole polytechnique.........u22222.0.. Le cahier | 1805 44 14 
15 Journal de math&matiques &l&mentaires et speciales. | 12 nos. 4877 15 % 
416 Journal de math&matiques pures et appliqu£es...... 4 nos. 1836 30 35 
3... RR EEE ALTER TIGE ARE 12 nos. 1881 12 12 
18 Nouvelles annales de math&matiques..2.2..2........ 42 nos. 1842 45 11 
19 Revue de maih&matiques sp&ciales...........222... 12 nos. 1890 6 7 
e) Anglais et Americain. 
20 Messenger of malhematics..... u ee een 412 nos. 1874 45 18 
21 Quarterly journal of pure a. applied Mathematics... 4 nos. 25 26 
22 American journal of mathematics.....rruneceerren A nos. 26.25 21,5 
23 Annals of Mathematics...........:-osr00coneeeen00. 6 nos. 10.50 12 
d) Italien. 
24 Annali di matematica..........:-oucssnnononennn. i 4 nos. 48 20 
25 Giornale di matematiche (Battaglini).....e.u.......» .6 nos. 414 17 
26 Periodico di Matemalica.........2...eo.000cc0c000. 6 nos. 6 I. 
21: PORRSSEES IERSN.: ee schen eneeenne sense 12 nos, 24 2 
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Druck und Verlag von Georg Reimer. 


Mit Beilagen der Deutschen Mathematiker-Vereinigung und von 
H. Welter, Buchhandlung und Antiquariat in Paris. 





Zweite Auflage. Neu bearb. von Prof. Dr. Felix Müller. Lex.8. zeh. 22 Mark 50 Pf. 


Thomae, 


Verlag von Louis Nebert in Halle a/>. 


Prof. Dr. Alfr., Elliptische Funktionen. Theorie und Geschichte. Akademische 


Thetafunktionen. Dritte, erheblich vermehrte Auflage, gr. 4. geh. 10 Mark. 
Rulf, Prof. W., Elemente der projektivischen Geometrie. gr. 8. geh. 2 Mark 50 Pf. 





Verlag von Georg Reimer in Berlin, 


zu beziehen durch jede Buchhandlung. 


Allgemeine Mechanik 
der Punkte und starren Systeme 


Ein Lehrbuch für Hochschulen 
von 


Dr. E. Budde. 
Erster Band: Mechanik der Punkte und Punktsysteme. Preis: 10 Mk. 
Zweiter Band (Schluss): Mechanische Summen u. starre Gebilde. Preis: 13 Mk 


Die 
Fortschritte der Physik 
im Jahre 1887. 


Dargestellt 
von 
dder physikalischen Gesellschaft zu Berlin. 
XLIII. Jahrgang. 
Erste Abtheilung, entlialtend: Physik der Materie. 
kedigirt von Dr. E. Budde. 
Preis: 13 Mark. 


Jahrbuch 
über die 
Fortschritte der Mathematik 


beeründet 


von 
Carl Ohrtmann. 
Im Verein mit anderen Mathematikern 
und unter besonderer Mitwirkune der Herren 
Felix Müller und Albert Wangerin 
herausreeeben von 
Emil Lampe. 
Band XXI. 
Jahrgang 1890. 
(In B) lleften.) 


Erstes Heft. Preis: 15 Mark. 





Vorträre. 


IHofrat, Prof. Dr. J., Abriss e. Theorie d. Funktionen e. complexen Veränderlichen u. der 
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Dans Yassemblce de la Deutsche Mathe- 
tiker-Vereinigunz a Halle on avait deeidı 
rranger a loccasion de la conference projetee 
wutomne 1892 a Nuremberg, une exposition 
seientifique de modeles, de dessins, d’appa- 
reils et d’instruments mathematiqnes et 
mathematiques physiqnes 
Des le commencement, le projet jouissait 
mn acenell du zouvernement royal de 


l’Etat de Baviere, et c'est surtout par son 


ressources accordees si liberalement par P’Offiee 


imperial de Minterieur ue lentreprise a 
La participation des gens eompetents mani- 


n action seiel tif e »t prouva par ı ela, qui 


plaı ar X Xposıt vr etalt tım plan eonforme aus 


esoins actuels. Un grand nombre d'instituts mathe- 
at jues ph Ssıques, Mecanıqu s-techniqu t 
it ‘ s universites et de nos Geoles 

hr omme de celles hors de YAll 
ene avalt mis A ulsp Sıtion les moudeles, Jaltls 
s les stıtuts meme, mme aussi des obıet 
vieur historique (ie eu] :ollections. 

r \ tions  privees el 


rt ınnotl k (Jutie lAllemaene ev est ern x 


\merique, la France, lltalıe, les Pays-Bas, la 


\orveot \utriche-Hongrie et la Suisse quı v ont 
rıs part. Mais c'est surtout dans la Grande- 
bret ne que St formait un comite, les pro- 
sseurs Lord Kelviı Greenhill, Henriei eı 
ete, pour fournir a llexposition les objets les 
us remarquables des colieetions dA Etat ou des 
lleetien rivees Presque tous les ateliers 

anıques les plus ımportants quı sSoccups nt 


ecelalement de la fahrication d’instruments ma- 


ematiques de meme que les libraires-editeurs 
espectifs avalent promis de prendre part. 
Toutes les demarches prelimmaires et tous 


preparatils etaient faıts Un eatalorue bien 


taille, forme par la eonceurrence de nombreux 
nfreres, avec la.deseription exacte et beaucoup 

oyavures des objets partieuliers, complete 
ine serie de compositions dun contenu resu- 


nant, donne un zapercu de tous ces preparatifs. 


Mais c'est alors que les eirconstances sanl- 
taires en Allemagne demanderent imperieuse- 
ent la remise du Üongres des mathematiciens 
llemands et aussi de Lliexposition presque 
'hevee. En meme temps, la «direction de la 
‚Deutschen Mathematiker -Vereinigung“* resolut 
le se mettre ä l’execution du projet en 1895. 

C'est a Munich, la ville destinee pour la 
ouvelle assemblee, de la „Deutschen Mathe- 
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München. X |SY 


matiker-Vereinigung zu Halle w: | | | \ Il 
orden, bei 6 enheit der für «den Ilerbst 1892 exhibition of models. drawings, appa- ' 
zeplanten Zusammenkunft eine Ausstellunze ratus and instruments used in pure and 
mathematischer und mathematisch-physi- applied mathematies, 
külischer Modelle, Zeichnungen, Apparate op 
und Instrumente zu veranstalten f 1802 
Das Vorhabe freute el om Anfaı | 
ın der entgegenkommenden Förderung von Seit tl pport the Royal Bavarian government 
or k. bayerischen Staatsregierung 
eren namhafte materielle Beihilfe eh | imperial ministry 
durch die weiteren (reldmittel, welche das Reichs of the interior 
amt des Innern in liberaler Weise währt tal 


hat, das Unternehmen gesichert 


kunlete das allseitige Interes ler |] | a 
ınd ) f lamıt tas leı ) m 
nehmen ) nat einäassel t | \ 
leil der mathematisch: 1hä - l 
hanısch -techı ) ind veodat | 
tute unserer, wie ausserdeutscher H sel S 
hatte | | Instituteı ( t | = 
Modelle ebenso wie historis veı ev t 
rer Sammlu en ır Verfügung > | \ IR 
Museen, privat S nz | 
(x hrtı | \u l \ | 
lungen Es habeı Deuts 
la \ı Franl | It Nieder- \ 1 | \ 
land \ \ } \sterreie] ) ) N } 
e Schw Q t ' ' ) (; Bı 
lete sıch (‚ rita nt nut | | ( H at 
ro 1,01 Ki 61 | Heı k 
Spil e Aus I I ) { 
ıwendsten 6 stän ) Staat v 1 | | 
Privatsamn nt bes h \ m] ) N ) 
leutenderen mechaı hen Werkstitt W ' ' 
sich speciell mit r Herstellung mathematischeı t ' 
\pparate und Instrum« ser \ | D 
Betracht menden Verlagsfirmeı ratt ! 
Beteilirung t 
\lle einleitenden Sehritt: Vorbereitu \ ' ' 
varen getroffen in umfangreich Katalı \ ' mpiled 
durch das Zusammenwirken zahlreich: l"ach- thro { rat {numeı 
senossen entstanden, mit der genauen Beschreibun N ıte des tion au immer tı 
und zahlı hen Abbildung der einzelnen Object 
mit einer Reil mn Aufsätzen sammenfassen- m t 
den inhalts ausgestattet, gibt von den gesamten to what extent the va IS parations were mad 
eetroffenen Vorbereitungen Zeugnis 
Da machten die gesundheitlichen Verhältniss« t t ılt j 
in Deutschland die Verschiebung der Versamm- many made the post ent of t manf 
lung der Deutschen Mathematiker - Vereinigung the Deuts Mathemat Vereinigung, and 
und damit der fast fertie vorbereiteten Aus- EONnSsequent ti l t N was almost 


stellung unabweisbar. Zugleich aber beschlos readiness, inevita [he direetors of the Deuts: 
der Vorstand, im Jahre 1893 an die Durchführun: Mathematiker-Vereinirang vever at N- 
des Vorhabens zu gehen. luded to realize their project in 1893. 

In München, dem für die neue Ver- In Munich. the 


sammlung der Deutschen Mathematiker-Ver- neetine of the Deut 
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mathe matid 


nraires=-t 


des 
ntreprise | 
N 
rn? IS | 
ıtio 


ues die 


eimigung auserselenen Urt, wi 


Weise 
ausgedehnten Räume deı 
Hochschule 


lange, 


rden, wie be- 


reits in  dankenswerter zugesichert 


ist. die technischen 


zur Verfügune stehen. Dem Um- 


den die Ausstellung bisher gewonnen, soll 


eine verlängerte Dauer derselben, vom 1. bis 


30, Sept. entsprechen, während die Tage der 


Mathematiker -Versammlung vom 4. bis 10, Sept.. 
den für die Naturforscher-Versammlung in Nürn- 


berg (11. bis 15. Sept.) festgesetzten 


unmittelbar 


vorauszeehen werden. 


Auch jetzt haben wir uns erneut der För- 


ıerun on Seiten der k. Staatsregierung zu er- 
freuen, wie uns auch wertvolle Zusicherungen 


ler Beteiligunz von Seiten der Fachkreise sehon 
‚macht sind 

So wenden wir uns denn aufs neue und 

mit Zuversicht an unsere Fachgenossen, au 


die mathematischen Institute des In- \us- 


mechanischen 


durch ıhre Mit- 


und 


landes, an die Verlawsfirmen und 


Wunsche, 


Vorhaben zu 


Werkstätten mit dem 


wirkune das fördern und zeben 
nachfolzend den Plan und die näheren Bestimm- 


ungen füı Durchführung der Ausstellung 


bekannt 








tıe extensive rooms of tlıe polytechnic havı 


ready heen kindly placed to the disposal or tt! 


direetors. Onaceount ofthe proportions thatth« 
hibition has assumed, it will last longer thaı 


first proposed. It will be open from the 1 


30 Septeniber. as the session of the mathemat 


society, which lasts from 4 to 10 Septemb 


will be immediately followed by that of the soı 


of natural - seientists in Nürnberg from 11 


15 September. 


In this case, too, we rejoice in the supp 
of the 


assuran 


royal government. and hearts 


of Intentions to participate in the exhibition 


been given by various scientific eireles. 


i 


Agaın, therefore, and with eonfidenee, do 
turn to our fellow-seientists, to the various mat 
matical institutes in this and other countries. 
publishing houses and mechanical work sl 
with the wish that. throush 
cooperation, the 


add the Plan and 


project may be further 


more minute informativ 


the successful realization of the exhibitioı 


Die mathematische Ausstellung in München 


stallation des loca 
et ] eloisons neces- 
N | hallası it 
ın surve llan sul- 
tien pendant la dur: 
ırance des dits objets 
pai precautiou 
rt; les hir Q } 
i dA»>> 
] 
ii 
sırer ITS 
| vent fournir 
As 
Mur f 
I 
\ N ( ıt 
Te©t te 
t mat = 


i ‚ui 
? nstryri onfSs 
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et a IMST: I 
I, 
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PUDE S 


im Gebäude der technischen Hochschule 


dauert vom 1. bis 30. September 1895 und 


umfasst Modelle, Apparate Instrumente, die 


und 
der Forschung und dem Unterrichte 


Mathiematil 


Für die Ausstattung der Ausstellungsräume. 


n der reinen 


ind angewandten \ lıenen * 


die Herstellung der Tische und etwa notwendigen 


Scheidewände, für das Aus- und Einpacken der Aus- 


stellungsgesenstände, für deren ausreichende Be- 


aufsichtisung und Instandhaltung, sowie die Ver- 


sicherune derselben zseren Feuersgefahr trägst 


Mathematiker - Vereinigung 


köosten- 


los Soree, Für Beschädigung und 


Verlust, der 


lurech die getroffenen Massregeln soweit möglich 
verhütet wird, kann dieselbe jedoch eine Ver- 
antwortune nicht übernehmen. 


ussteller, welche ihre Gegenstände unter 
chluss auszustellen wünschen, haben für die 
on Schränken, Vitrinen und del. 
Kosten Sorge zu tragen. 

des Hintransports. wie even- 


er Transportversicherung hat der Aussteller 


l l Für len Rü ktransı ıt t 

leichen Verrünstieunzen wie im Vorjahre {fı 
kRü uf den Hauptlir os deutschen 
\ rQ \nss nt 

atik sollen nur diejenigen Apparate, Modelle ı 
Aufnahme nden , De] den: n aas reın m n 


n Vordergrunde steht 





lasts from 1. to 30, September 1893 inclus 
and comprises models, drawings, apparatus and 
struments used ın pure and appli d mathemat 


either for purposes ol instruction orinvestigat 


The Deutsche Mathematiker- Vereinigung v 


take charge (free of eost) of the 


fittine of t 
rooms, the providing of tables, putting 
partitions etc, 


as well as the unpacking and ı 


packing of all articles intended for the t 


More 


the articles, 


1. 
eXl1lD] 


over, the society will assume control 


while on exhibition and will 


particular care to preserve them and will carr 
lire. 


an Insurance against However, it can as 


sume no responsibility against 


injurv or |] 


Exhibitors. who desire their varı 


closed 


eXpenste 


to be exhibited under 


vide them at their own 


If desired. insurance, mus Yı 
hibitor. For the return. tl u lu 
are held out as last vear viz, free fre 
the chief erman |ines 

From th field of appiled na l 
‚nly those models. apparatus ete. will be accep- 
ted, whose chief interest lies in the field of puı 


mathematies. 


jet 


their heart 


v2 
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Un eatalogue detaille de l’exposition 


mathematique, d’apres les suseriptions de 





* 


'annee precedente a ete publie 





La premiere catalogue (142 p. 


enerales se 


partie do ce 


mtient une serie de compositions 


rapportantes aux problemes, au buts et aux me- 


des de la representation geometrique, 


l.a seconde partie (300 p eontient, zulde 


classifieation au No. X. lenumeratioı 


T 1a 


et lexa te desı rıpti n des objets aunonees pour 


Nuremberg. En meme temps elle donne, enrichie 


+ 


nombreuses ıllustrations um apert u de tou 


plan ie lentrepris: et de son execeution jusqu 
present 
le catalogue forme aussı la base des pre- 
aratils de cette annee-ci. On y ajoutera ä 
present un supplement detaille, dans loquel, 
omme nous esperons, Von reussira a combleı 
| vıdes que presentmient neore les ellorts de 
nn lerı 
Pendant la duree de l’exposition il y aura 
autant que possible des hommes competents 
la disposition du publie, pour expliquer les n 
eles et faire marcher les appareils 
(huant l'entremise des ventes, pris 
ır divers instituts mathematiques 
ecoles superieures le comite de Vrexposition 
ırgern de tous les renseignements voulus 
l.es objets vendus de l’exposition ne peuvent 
s Atre retires pendant la duree de l’expositi 


la permission speeiale du bureau 


en cas de partieipation a V’exposition 
r le 1. Juillet au plus tard ı l adresse 


Herrn Professor Dr. 


neme temps on est pri ‚Ve] 
i les indieations et les noti eientifig 
S es cataloru». 
(Juant aux descriptions des 1 2.» 
ri ı Redaction s X Y\ li ıroM 
{ ments et s’il est necessalı ro- 
sı ı fois larrangement p! 
ü le rendait desirabl 
L’envoi des objets pour V’exposition 
aoıt tre ffeetue du 15. au 31. Aoüt 


Mathematische Ausstellung in München 


ERTEILEN EEE NIS 


_ 


V. 
Ein ausführlicher Katalog der mathema- 
tischen Ausstellung — nach den Anmeldungen 
des Vorjahres ist erschienen *,. 

Er enthält in 
eine Reih n Aufsätzen allgemeinen Inhalt 
sıch äuf Probleme. Ziel | Method 


Darstellung beziehe: 


welche 


räumlicheı 


87 veite Teil (300 p enthält, an Haı 
ler in No. X benen Einteilu \ 
zählung und genaue Beschreibung der für Nüı 
bere angemeldeten Objeete und zıbt t 
reichen lllustrationen | t 
Bild n deı ımt Pla: | 
und se seitherigen Durchtührun: 

Der Katal | let d (1 ı 
Vorbereitungen des gegenwärtig lahı ihm 


wird jetzt ein ausführlicher Nachtrag beige 
fügt werden. in wel 


wird, die Jaüecken, welch: y \ Errei 


tw rkaufte stand ’ı bes 
(senehmieunge der Ausste lei Is 
Ausstellungsı en ntternt rıler 


vın. 


Die Anmeldungen zur Ausstellung. 


welche mai nn beillegend Formulares 


dienen wolle, sim bis spätestens 1. Juli aı 


Walther Dyck, 
einzusendeı Zugleich mit der Anmel 
auch die für den Katalog bestimmten Mitteiluı 
ınd wissenschaftliel | t 
(ich IS 


telluı erenstä Teil 2 Ka | 
dı R Act n Aendeıl l l \ 
m Inteı ' 
tuhru: g IN 
IX. 
Die Einsendunz der Ausstelluneszegen 
stäinde t vom 15. bis 


31. August 


\ ıp1 


mathematical exhibition, 


Incen tn I ı 
1») 
i 
Di 
| ırt W) 
d 1 
num 
\ [3 
i 
tem | 
| 
pre] | 
supplement willbe added 
' 
\ 
i 
| 
nf t 1 
| 
N) 
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Annonneement"* until July 


München, Polytechnicum 


\ 


\ 


All articles 
must be forwarded 


31 of Auzrust 


Poly teehnieun 


zu Handen Herrn Professor Dr. W. Dyck. 


Le renvei 








Die Riicksendnnge dort 


Ihe return 


proposed lor 


[rom 


ı eatalogue of the 


i ın1- 


1 


a detailed 


nn 


„Exhibition 
ist Address: 


exhibition 


the 


ihe 15 to 





























































x. 
l,a «e] fieat antı laceord avee la Zur näheren Orientirung über «das von der In order to more minutely define the ext 
publie. donne un apercu \usstellung zu umfassende Gebiet geben wir im of the exhibition, we give, in accordance with 
Kinklang mit der Einteilune des erschienenen the arrangement ofthe catalogue which has alread 
Katalogs (lie folgende Gruppeneinteilnung: appeared, the following Division of Group 
I. Anaiyse. I. Analysis. I. Analysis 
\rthmet \rthmometres veeht apparate (Rechenmaschinen, Reehen- Caleulating apparatus Ualceulatine machi 
ieber, Rechenscheiben slide rules 
ppareil ı resolution des € Apparate zur Auflösunze von Gleichungen und \pparatus for the solution of equations 
donnees ır Construction funetioneller Abhängirkeiten eonstruetion of funetional relations 


M ck Iostines poul \lgehrı Mode] ınd Zeiehnunsen zur Aleebra und Models and drawines in Aleehra and th« 


1 \ ton Funetionentheorie. f Funetions, 
I lanımet Uurvometer, Planimeteı Uurvometers, Planimeters. 
trument utegration Mecanmqu Weitere Instrumente zur meehan. Interration. Other instruments for mechanical integrat 


I. eometrie II. keometrie II. Geometry. 
\ Zeichenapparate Drawing-apparatus. 


\ 1Estite enseignement eleme: Modelle für den Elementar-Unterrieht in Plani- Models for e'ementary instruetion plaı 


pP et Stereometrie, Trigonv metrie, Stereometrie, Trigonometrie und Dar- and solid geometry, trigonometry and deseript 
en pt tellender Geometrie. geometry. 
ri I laces et de lespace Polyeder, Polygon- und Polvederteilung von Polyhedra:; Division of surfaces and sp 
’ol Flächen und Räumen in polvgons and polvyhedra 
na N Analysis sıtus. \nalysis situs 
plan Ebene Curven Plane Curves 


ULEenrigu \lgehbraische Flächen Algebraie Surfaces 


Fr 2 ui - 
Iranseendente Flächen [ranscendental-Surfaces 
' TEN FR . u ET CR 
A iwveloppables kaumeurven und abwiekelbare Flächen. Uurves in space and developable >urt 
Er eti ies « plexes. Modelle zur Liniengeometrie Models in Line-Geometry 


2 hun (es surlaces. \lodell Krümmungstheorie. Models to illustrate theory of Curvat 


1 


hie t surfaces Sinzuläre Vorkommnisse bei (urven u. Flächen. Sıneularities 


uk f Curves and Surfa 

III. Mathematique appliquee. III. Angewandte Mathematik. IH. Applied Mathematies. 
\l« e. Mechanik. Mechanies. 

\ tıre | nement elementaire. Modelle für den Elementarunterricht. Models used in elementary ınstru 

pour «demontrer les \pparate und Modelle zur Demonstration Apparatus and Models for the demonstı 


> mes ia dynamıque dei Principien und Sätze der Dynamik (rleich- ofth« laws and prineiples of dynamıes eultlDl 


point materel; vewicht und Bewerunge eines materiellen Punktes : and movement ofa material point; Foinsot m 
tps autour u point (Poinsot); Poinsot-Bewegung eines Körpers; Apparate zur of a rigid body; apparatus for representing y 
Nutat Mouvement des toupies. Darstellung von Präcession und Nutation, Kreisel- cession and nutation ; dynamical tops ; gyroscop 


\ ts pour demontrer bewegung. Gyroscope; Modelle und Demon- Models and articles showing the effeet of tensı 
+ >» 3.4 1 ‚ a > . 
S t Ja torsıon des strationsobjeete zur Druck- und Zug, Biegzungs- eompression, flexıon and torsion of solids; 
Hyaı 4 und Torsionsfestigkeit,; Apparate zur Darstellung presentation of varıous phenomena in hy 
hy Im I\ nam seh E Voreinee ® dy namıcs). 

| nematiques en meme Kinematische Modelle und Apparate, zugleich Models and apparatus in kinematies 
Pl P] 

pport p tion dans la pratique. mit Bezur auf die Anwendungen in der Praxis. reeard to their applieation in practice. 

P} Pl 


thematique Mathematische Physik. Mathematical Physies 
\ reis ei lel a ddemonstration des \pparate und Modelle zur Veranschaulichung \pparatus and models to illustrate the la 
2 es der Gesetze der Fortpflanzung von Wellen. of the propagation of waves 
\] lesj ie1 trer la structure du eristal. Modelle zur Erläuterung der Krystallstructur. Models for the explanation oferystalstruct 
n t demontrer les proprietes opti- \lodelle zur Veranschaulichung der optischen Models to illustrate the optical, elastı 
electriqu eristaux. elastischen u. elektrisch. Eigenschaften d, Krystalle.  electrie properties of erystals 
Y | pour Thermodynamique Zeichnungen und Modelle zur Thermodvvamik. Drawings and models in thermo-dynam 
M t appareıls mecaniques pour ıllu- Modelle und Apparate zur mechanischen Models and apparatus for the mecha 
provedes eleetrodyı ut Versinnlichung elektrodynamischer Vorgänge. illustration of eleetrodynamie phenomen: 
ıtıons techniques Verschiedene technische Anwendungen. Various Tecehnieal Applications 


xı. 
participant ex position ehaque exposant Jeder Aussteller nimmt mit der Anmeldung vor- It is understood that the Exhibitors decla 
aux reglements cı-dessus, liegende Bestimmungen an, ebenso wie etwaige wei- their willingness to submit to the present rul 
rrangements pris de la part tere, im Interesse der Ausstellung sich als notwendie and further dispositions ordered by the comitt‘ 
| »xposıtıon. erweisenden Anordnungen der Ausstellungsleitung. for the interest of the Exhibition. 
snement, on prie de Zu jeder weiteren Auskunft erklärt sich der For all further information please adress ! 


rau soussigne membre du bureau Unterzeichnete gerne bereit undersigned delegate of the committee. 


Im Auftrage des Vorstandes der Deutschen Mathematiker -Vereinigung. 
Prof. Dr. Walther Dyck. 
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Verlag von Georg Reimer in Berlin, 


zu beziehen durch jede Bucehhandlun 


Handbuch 


Kugelfunetionen, 


Theorie und Anwendungen, 


v 


on 
y * 
Dr. E. Heine, 
ordentlichem Professor der Mathematik an der vereinigten 
Friedrichs- Universität Halle-Wittenberg 


Zweite umgearbeitete und vermehrte Auflage. 


Erster Band. Theorie. 
Preis: M.S 


Zweiter Band. Anwendungen. 
Preis: M. 6. 


| Studien über die 
Reduetion der Potentialeleichung 


auf 
gewöhnliche Difterentialgleichungen. 


Ein Anhane zu Heine’s Handbuch der Kueelfunctionen 


Dr. Emil Haentzschel. 
Oberlehrer an der III. Realschul: Be: 


Preis: M. 8 


Jahresbericht 


der 
Deutschen Mathematiker - Vereinigung 


ErsterBand. 


1890 —91. . 

Enthaltend die Chronik der Vereinieune für 1890—91, Berieht über die auf der ‚ 
Versammlung in Halle a. S. 1891 zehaltenen Vorträre, sowie einen } 
4 


Bericht über die 


Fortschritte der projeetiven Invariantentheorie } 
. — 
im letzten Vierteljahrhunde:ı 
von Dr. W,. Franz Meyer, 
Prof. der Mathematik a. d. Kgl. Bergakademie Cla 


Herausgereben im Auftrare des Vorstaı 


u euncin 


von 
(. Cantor W. Dyck E. Lampe 
in Münch: B« 


in Halle a.S, 





Preis: M. 7.60. t 





R. Schumacher. 


7 oaYrtıyıYr 9 


J. Knoblauch. U 
P. Stäckel. Ueber 


Band 111. Hett IV. 
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